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NOTE

SUR UNE METHODE POUR LA REDUCTION

D’'INTEGRALES DEFINIES

ET SUR SON APPLICATION A

QUELQUES FORMULES SPECIALES.

PAR

D. BIERENS DE HAAN.

1. Je prends pour données les formules trouvées par MM. SCHLOMILCH et
ARNDT :

e PT dy
— _ePILi(e P = — P Ri(—pa) — I
| = L) =~ Ei(—pg) = o, U
o0 —pxd
/ e T epa Li(eP) = —e P4 Ei(pq) = b, (11)
0 r—q
e P dg 1, . . ) ) c
/0 P = g{Cl(pq) Sinpg — Si(pq) Cospg + 57 Cospg} = pt (I11)
o ,—px d
/ % = — Ci(pq) Cos pq — Si(pq) Sin pq + %ﬂ' Sinpg = d. (IV)
0o **+gq

Sur les deux premiéres on peut voir : SCHLOMILCH dans ses Beitrdge zur
Theorie der bestimmten Integrale 111, 5; dans ses Analytische Studien 1, §18,
IT, §20, et GRUNERT’s Archif, Bd. V, S. 204. — ARNDT. GR. Arch. Bd. X, S. 247.
— WINKLER. CRELLE’s Journal, Bd. XLV, S. 102. Et sur les deux derniéres :
SCHLOMILCH dans ses Anal. Stud. 11, §21 et CR. Journal Bd. XXXIII, S. 325. —
ARNDT. GR. Arch. Bd. X, S. 225.



2 NOTE SUR UNE METHODE POUR LA REDUCTION D’INTEGRALES DEFINIES

En outre nous aurons besoin de deux autres formules connues, savoir :

0 1
/ e Pldy = - (V)

0 p
> —px.,..a d _ 1a/1 _ F(a’ + 1) VI
O S (V1)

Sur la premiére, qui se déduit aisément par l'intégration indéfinie, voyez :
C1sA DE GRESY. Mém. de Turin, 1821, p. 209. II, N°. 45. LIOUVILLE. Journal
de Liouville, T. IV, p. 317. — OETTINGER. CR. Journ. Bd. XXXV, S. 13. —
Quant a la derniére, qui est due a Euler, on peut consulter ses Instit. Calc. Int.
T. IV, Supp. V, p. 129, sqq. — LEGENDRE. Ezerc. de Calcul Intégral. P. 111, N°. 31.
— POISSON. Journal de I’Ecole Polyt. Cah. XIX, p. 404, N°. 68. — BINET. Journ.
de ’Ec. Pol. Cah. XXVII, p. 123. — LEJEUNE-DIRICHLET. CR. Journ. Bd. XV,
S. 258. — OETTINGER. CR. Journ. Bd. XXXV, S. 13. — SCHAAR. Mém. de
Brux. 1848. — LOBATSCHEWSKY. Mém. de Kasan, 1835, p. 211 et 1836, p. 1,
I form. (13).

La somme et la différence des formules (T) et (IT) donnent :

O eTPT g b—a 1 ) B .

/0 R R A G (Vi)
X e Plrdr a-+b ) o

/0 2_gZ 2 —5 {€" Ei(—pq) + e P! Ei(pq) } . (VIII)

Ces formules ont été trouvées par SCHLOMILCH dans ses Anal. Stud. 11, §20 et
par ARNDT, GR. Arch. Bd. X, S. 247.

Les signes Li, Ei, Ci et Si dénotent ici les fonctions transcendantes, connues sous
les noms de logarithme intégral, exponentielle intégrale, sinus intégral et cosinus
intégral, qui sont exprimées respectivement par les équations

¢ q 11 log q)?
Li(q):/ ] x =A+loglogg+ — ogq+%(ogq) +...,
o logx 1 1 .

X e Tdy 1 2
Ei(q):—/ =A+logqg+ g—k%qf—k...,

T 11 212
9Sinzde 1q 4 7 1 ¢
Si(q) = =-4_1 1 _
i(e) /O x 11 3723 51.2.3.4.5 ’
7 Cosx dx q g
i(a) /oo z st T i1 231

La deuxiéme ne differe de la premiére que dans le cas ol ¢ soit imagi-
naire : les deux derniéres transcendantes sont introduites dans ’analyse par MM.
SCHLOMILCH et ARNDT en méme temps. A est la constante connue 0,5772156. ..
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déterminée déja par MASCHERONI. En outre j’ai employé pour les factorielles ou
facultés numériques la notation de KRAMP :

P =p-(p+q) - (p+2q)-- (p+ (a—1)q).

2. Cherchons a présent les intégrales

o0 ,—pT hd
/ e x :c:Ah,
0 T +q

o ,—pT hd
/ e T x:Bh,
0 r—q

Généralement on a

X e7PT dy
[,
0 (z+4q)

00 —pT
/ £ d‘fﬁ — Dy.
0 (z—q)

o0 ,—pT h—|—1d 00 o0 ,—px hd
e i X _ e x X
/ —/ epx:):hdac—q/ _
0 0 0

Tr+q

T +q

o0 ,—pT h—|—1d 00 o0 ,—px hd
e i X _ e x X
/ —/ epx:):hdx—i-q/ —_—
0 0 0

r—q T —q
ou bien
1h/1
Apy1 = S qAp, (a)
1h/1
Bpy1 = il + 4By (b)

En appliquant cette réduction, on obtient successivement

1
Al = —Qq+ )
p

1 _
Ay = +aq2 + prq,

1-2 - pq + p°q?

A3:—CLCI3+ 3 )
p
1-2-3—1-2-pg+p?¢? —p3g?
Ay = tagt + PIYPq P
p
donc en général
h 1k h—n/1 n—1
Ap = a(—q) +ﬁ2131 (—=pa)"™ (1)
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et de la méme maniére

By, = b{g)" + — 3° 10/ (g 2)
P
ce qui s’accorde avec les formules de réduction générales.

Pour les deux intégrales C et D le méme chemin ne nous meéne pas au but : il
faut avoir recours a une autre réduction, qui est, si je ne me trompe, aussi féconde
dans ses résultats, qu’elle est simple et surtout qu’elle est stire dans son application
et dans sa déduction.

3. La méthode connue d’intégration, dite par parties, est donnée par cette
formule

de{f(z) - ()} = @(x) - de{ f(2)} + f(2) - du{p(2)},
d’ou

p(x) - de{f(2)} = du{f(2) - 0(2)} = f(@) - du{p(@)}.

Intégrons cette formule entre les limites a et b, nous obtiendrons

b b b
/a (@) - dp{ f ()} do = / do{ f(2) - pla)} d — / f(@) - do{ip(2)} da

La deuxiéme de ces intégrales est facile a déterminer, puisque 'on n’a besoin
d’aucune intégration : elle est f(b) - (b)) — f(a) - p(a), sans constante, parce que
celle-ci se détruit, lorsqu’on prend la différence des valeurs de 'intégrale pour les
deux limites, dans la supposition toutefois que les fonctions f(z) et ¢(z) restent
continues entre ces deux limites. On a donc enfin

b b
/a (@) - de{ f(2)} dx = F(b) - o(b) — f(a) - pla) — / (@) de{p(@)} de. (A

Quand les termes intégrés peuvent se déterminer exactement, sans rester indé-
terminés, comme il peut arriver fréquemment, et que de plus la premiére intégrale
soit connue, la seconde s’en déduit directement, entre les mémes limites, qui valent
pour la premiére. Il est de rigueur que les termes intégrés aient une valeur détermi-
née : pour les cas ordinaires des limites 0 et 1, 0 et oo, 1 et co etc., il arrive souvent,
que ces produits se trouvent sous la forme indéterminée 0 : 0, co : 0o, 0 : 0o ; mais
dans ces cas l'on peut toujours s’assurer par les régles ordinaires et connues, si
leur valeur soit vraiment indéterminée, ou si elle puisse se réduire a quelque valeur
déterminée. Il est presque superflu d’ajouter la remarque, que la discontinuité de
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la fonction f(x) - p(xz) pour quelque valeur ¢ de z entre les limites a et b nécessite
la correction

Lim.[f(c—€)p(c—¢€) — flc+e)p(c+¢)]

pour la limite zéro de . Bien que ce cas de discontinuité ait lieu quelquefois
auprés des intégrales, que nous allons étudier, la valeur de cette correction est
toujours nulle : afin de ne pas troubler 'ordre du raisonnement a chaque instant,
la discussion rélative a été renvoyée a la fin.

Sous cette forme (A), je dis que cette formule est capable de donner un grand
nombre d’intégrales définies, et premiérement qu’elle peut quelquefois fournir des
intégrales, que l'on cherche ordinairement par la méthode de la différentiation par
rapport & une constante sous le signe d’intégration définie ; méthode qui, dans son
application usuelle, n’est certainement pas toujours rigoureuse, et qui est exposée
en outre a de graves inconvénients, que 1’on ne rencontre pas auprés de notre for-
mule. En second lieu cette transformation peut introduire une nouvelle fonction
sous le signe d’intégration définie, ce qui donne des résultats non moins intéres-
sants.

Bien que quelquefois on ait fait usage d’une réduction semblable dans le cours
du calcul de quelque intégrale définie, je ne me rappelle pas, qu’on en ait fait autant
de cas, qu’elle semble mériter. Je vais tacher de faire voir dans la suite, qu’en effet
elle donne beaucoup de formules utiles et surtout générales d’intégrales définies.
J’en ai fait un usage fréquent dans la déduction de nouvelles intégrales définies
dans les tables de ces fonctions, que je suis occupé de rediger, sans toutefois avoir
été aussi loin que dans cette Note, et m’arrétant le plus souvent, lorsque j’avais a
recourir a des sommations.

On a donc le

b
Théoréme I. Sidans une intégrale définie | F(z)-dz, la fonction F(z) peut étre

a
mise sous la forme d’un produit, tel que 'un des facteurs soit la différentielle
d’une fonction connue quelconque, c¢’est-a-dire, lorsqu’on a

F(z) = ¢(x) - do{ f(2)},
on aura aussi I’équation
b b
[ @) def @)} do = o) 5(8) = ola) - f0) = [ 1(@) - def (@)}
a a
Quoique dans le cours de cette Note on ne fera usage que de ce théoréme, il

vaudra bien la peine pourtant d’en tirer un corollaire intéressant, en y appliquant
la méthode d’intégration par rapport & une constante sous le signe d’intégration
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définie. A cet effet prenons ¢ pour la variable, le théoréme précédent nous fournira
I’équation

B
/a o(0,7) - dg{ f(g,2)} dg = 9(B,2) - F(B,2) — pla,2) - f(a, )
16
- / F(a,2) - dg{p(g, )} dg:

tandis que la méthode mentionnée est comprise, dans le cas général, sous la for-

mule :
B b b ¢
/ dy/ F(y,Z)dZZ/ dZ/ F(y,z)dy — A,
(6% a a (0%

ol A est la correction, qu’il faut ajouter en divers cas de discontinuité. Prenons
dans cette formule ¢ et z au lieu de y et z : nous aurons

B b b B
/ dq/ F(q,z)dx = / dm/ F(q,z)dq — A
« a a (0%

Supposons en outre que F(g,z) soit de la forme ¢(q,) - dg{f(q,z)}, et nous
trouverons enfin par la substitution de la premiére équation

16 b b
/ dq / o(q,2) - dg{ f(q, )} do = / dz [o(B,2) - F(B,2) — plar) - fla,2)]
(63 a (Ib /8
—/a dx/a fl.2) - dg{o(@. o)y dg— A (B)

Il s’en suit donc le

b
Théoréme II. Lorsque dans une intégrale définie [ F(q,z)dx la fonction F(q, x)

a
peut étre mise sous la forme d'un produit, tel que I'un des facteurs soit la
différentielle d’une fonction connue quelconque de ¢, c¢’est-a-dire, lorsqu’on
a

F(q,z) = o(q,x) - dg{f(q,x)},

on aura aussi I’équation

B b b B
/adq/a @(qw)-dq{f(q,w)}dx:—/a d:c/a F(@,2) - dglp(q.2)} dg — A
b
T / dz [p(B,z) - F(B,) — plon ) - fon2)];

ol A est la correction nécessaire dans certains cas de discontinuité de la
fonction F(a,z) — pour des valeurs de ¢ et de z, qui tombent entre les
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limites respectives incluses, « et 3, a et b, — lors de I'application de la
méthode du changement dans 'ordre des intégrations. Toutefois ce résultat
ne peut valoir que sous la double condition, & laquelle ce changement est
soumis, savoir que

d* - F(q,x)

b
Y= %Lim.s 2 et Lim./ ydz
a

soient toutes deux nulles.
Comme pour le Théoréme 1 il faut observer, qu’on a supposé que ¢(q, z)- f(q, x)
soit, continu entre les limites a et 8 de ¢ : lorsque cela ne serait plus le cas, il
faudrait ajouter au second membre de cette équation la correction

5
Lim./ [Fle—e)-plc—e) — flete) - plete)].

4. A laide de cette méthode les intégrales C et D se déduisent aisément. Nous
pouvons appliquer le théoréme ici de trois maniéres différentes, savoir

/OO efpm dJ,' /OO efpx d
- = . -
o (@+aF Jo (z+q)
—pr X 0 O _
_ e ] _/ x{ pe dx—i—efpm kdx }
x+aklo Jo (z +q)F (z + q)k+1
—px 0 00 —
_ e k] +/ e—pxdx{ pk1+k P qu1}’
(x+q)F lo 0 (x+f 1t (x+qF (z+gFft
00 o—PT g o0 1 —px oo 0 —k
—p/ H;Cc:/ kd'e_pm:ek} _/ e P dz——
0 (z+q) 0o (z+q) (x+a)" Jo 0 (z +q)Ft

00 eTPT Iy o0 1 e bz > o0 1
A O ] _ _/ L _pePTyy
/o (z + q)k+! /o (z +q)k (af+q)’“}o o @+oF P

b
Ici, comme partout dans la suite, la notation : F(z) | signifie, que I'on doit prendre

la fonction F(z) entre les limites a et b. Voyons d’aC]Loord ce que deviennent ici les
termes déja intégrés, dont les deux derniers sont égaux. Pour la limite 0 de z ils
sont

xe P¥ :0-1:O ot e PT :i

@+ (+)k ¢~

Pour 'autre limite co de z ils s’offrent sous la forme

—pr -0 —pz 0
(:I:i_ )k:ook, :O, pourkzl, (6_'—>k::0, pourk>0.
T4 o0 z+q o0
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Donc ces termes, quoiqu’on partie ils semblent indéterminés, sont en vérité
0 ou ¢~ *. Donc les équations deviennent, aprés la séparation des intégrales,
réunies par les signes + ou —,

C =pCr_1+ (k —pg)Ck — kqCp 1,
ou bien
kqCry1=pCr_1— (pg—k+1)Cy, k=1 (c)
et 1
_ka:—7k+ka+17 k>0
q
| (a)
—kCiq1 = _qikz + pCp, k>0
dont les deux derniéres coincident. Dans I'application la formule (d) sera la plus

. 1
facile : en tous cas on trouve, parceque Cp = -, C; =a :
p

1
CQZ—CL])+*7
q
2
ap 1—pq
Cg=— 42
3 5 202

o ap® 2 —pq+p*e?
4

2.3 2-3.-¢5

on apt 2.3 —2pqg+p* —pi
°T92.3.4 2-3-4- ¢ ’
donc en général
_ (=p)F! 1 Rl i n—1
Ck = Tr ¢F i ] 21: 1 (=rg) (3)
en accord avec les deux formules générales de réduction. On trouverait de méme
_ (_p)kil 1 k=l k—n—1/1 n—1
D =T O (—g)F1 21: 1 (pg)™ (4)

5. Restent encore les intégrales analogues

/OO e Pl dg B /OO e Pl dg F
. Yhk — . Yhk
0 (z+q)P ’ 0o (z—qF ’

qui ne sont pas aussi simples. En premier lieu notre méthode donne ici d’un triple
point de vue

oo ,—px.h 00 —px —px .h+1
(h+1)/ exdx:/ eid.mhﬂz%
0 0 ( (z—a)* lo

- /oo o { —pe P Zm g —k di) . } :
0 (x+q) (z + gkt

(0. 9]
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—p / - / e et
0o (z+qhF 0 (z+qP (z+a)* lo
- /Ooe_px{(th 1)zh da L —kdr }
0 (x+q)F (z+ )" [
K /00 L /Oo pprghtly L e Prah e
0o (z—gFt o @+  (@+aF lo

—px, h+1 h —px
- ——— s —pe PP dr + (h+ 1)x"e d:):} .
/0 (x + q)F

Les termes déja intégrés, qui ici sont les mémes dans les trois formules, donnent

pour la limite x = 0, = 0; mais pour la limite supérieure x = oo, ils semblent

qk
0- ooh+1
indéterminés, vid. —— - Voyons ce qui en est et mettons les sous la forme
(0. ]
Lht1 ph+1 (h—i— 1)xh .
—————. Nous aurons = = = v - Ponc la puis-
P (z + q) P (w+q)F e {px+ q)F + k(x + q)F1}

sance diminue de degré dans le numérateur, jusqu’a ce que Pon aura 17+1/1: dans
le dénominateur on aura alors

epx{ph(x—kq)k_{_ ...... +...($+q)k—h}

si k > h; dans le cas contraire le dernier terme est (z + ¢)°. Ce polynome est infini

pour z = oo, eP? est de méme infini : donc la fraction est devenue bien
o0 -0
certainement zéro. Les équations deviennent ainsi :
(h+1DEp 1 = pEpy1k + EEp41 41
—PEpi1k = —(h+ DEp g + kEpiq k41,
Ces trois équations sont donc identiques, et 'on a en général
(k—=1Ep; = —pEpg—1+hEp_1 -1 (e)

En application elle donne

Ep1 = Ap,
Epo = —pAp+hAp_1,
Ej 3= 5(—pEpo+hE_12) = 5(p*Ap —2p-hA, 1+ h- (h—1)A; ),
Ejp4 = 55(—pEp3 +hEj_13)
= 5= (—p*Api3p?hAj_1 = 3p- h(h— D)Ay_g + h- (h— 1)(h — 2)A;_3);
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donc en général

1ok h k m
Ep k1 = m%lk /1< >< >(—P) Ap—k+m (5)

k—m/\m

ou > est la notation usuelle pour le coefficient & index y de la puissance z'™¢.

Mais cette formule a le grave inconvénient d’obliger & recourir a k + 1 valeurs
différentes de A : I'on ne peut y remédier, qu’en perdant la forme simple, obtenue
jusqu’ici. Car en vertu de (a) on a

1h—1/1
qAp—1 = —— — Ap;
p

substituons cette valeur dans I'équation pour Ej o et il ne reste que Aj; et une
quantité déterminée, non fonction de Ay, : donc tous les Ey, , peuvent se déterminer
de la méme maniére. Par le calcul on trouve en effet

1h/1 1 pq+h

Ep2 = o . Ap,
Eh3:_lh21pq+h—21 p2q2—|—h-2pq—|—h~(h—1)Ah’
g P 1-2-¢q 1-2-q2
i, = 11 pg+ (P®¢* + (h—1) - 2pg + (h — 1) - (h — 2))
; ol 1-2-3.¢3
PE+h-3p2¢ +h-(h—1)-3pg+h-(h—1)(h—2)

Ay
1-2-3-¢4 h

L’acte de progression dans le coefficient de Aj, est facile & saisir : nous ne transcri-
rons donc dorénavant que le premier terme, comme suit :

2pq(pg + h — 2) + (p°¢* + (h — 1) - 3p*¢?
+ (h—=1)(h—2) - 3pq
S F(h=1)-(h-2)- (- 3))
) P 1'2'3'4'(_14
20°¢* + 3pq(p*q® + (h — 2) - 2pg + (h — 2) - (h — 3))
MGW“{ + (pla + (= 1) 4p°" 1 et } &
) ph 1-2'3-4'5-q5

+ &ec.

C.
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3-2-p?¢*(pg+h —3)
+4pg(p3¢® + (h — 2) - 3p°¢?

+(h—=2)-(h—3)-3pq
+(h—=2)-(h—3)-(h—14))
1h/1 + (p°¢° + etc.
Eh7:_ A > (pq ) +&C.
’ P 1-2~3-4-5-6-q6
2:3-p°¢* +6-2-p* (P> + (h— 3) - 2pg
+ (h=3)-(h—4))
+5pq(plq* + (h —2) - 4p>® + etc.)
1h/1 + (p¢0 + etc.)
Eh8: 7 —&C.
cph 1-2.3-4-5-6-7-¢
4-2:3-p°¢*(pg + h — 4)
+10-2-p°¢*(p°q® + (h — 3) - 3p*¢* + etc.)
+6pg(p°q° + (h —2) - 5pig* + ete.)
1h/1 +(p'q" + etc.
Ehgz— (pq ) +&C.
’ ph 1-2.3-4.5-6-7-8-¢°

d’ou 'on pourra juger de 'acte de progression dans le premier terme : donc on
aura en général

Ah k k—m h k m
Epk+1 = T/ (— )k 21: 1k-m/1 <k B m> <m> (pq)
1 bk (h=1Y\ (k=1 1
e DR (Y | [
k—2 ke bema (h=2\ (k-3 m—3
R
n (k - 3) 12/1p2q22k:1k—m/1<h_3> (k - 5>(pq)m—5
5

2 k—m)\m-—5
k—4Y 31 3 3¢5 pomy1 (h—4\(k—T m—T7
+< 5 )1 p°q 27)1 ) 7 )" e (6)

ol les coefficients du binéme ne valent que pour des valeurs positives de k-1 : celles,
ou k < I, étant nulles.

k—m/\m

I AR, h EN, m
Fpr+1= T/T ZO: 1* /1< > < )(p) Bh—ktm> (7)
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B ho\ [k
Bkt = 71 g Z v <k - m) <m> )
1 1h/1 k k—m/1 k—1 m—1
P THT [?1 <k m> <m - 1) (=pa)

(e () (e

; ("’ ; 3>12/1p2q2 é 1k—m/1<h - 3) < W > (—p)™ 5 — e, ®)

k—m

En effet, on voit que les formules (6), (8) ne sont pas aussi simples que (5), (7), mais
en révanche, elles ne contiennent que le seul Aj;, ou By, qui se substitue aisément
des formules (1) et (2).

6. Passons aux intégrales, dont le dénominateur est de la forme (z2 — ¢?)*.

L’équation de réduction

/Oo aht2ePT g /OO zhe P dg e /Oo zhe P dg
e A B s e v
0 (:U2 _ q2)k+1 0 (x2 _ q2)k:+1 0 ($2 _ q2)k+1
nous apprend d’abord, que ces intégrales se divisent en deux classes, savoir a
exponent h pair ou impair, de telle sorte que les intégrales d’une de ces classes se

déterminent a l'aide d’intégrales de la méme classe seulement. Les intégrales, que
nous avons a étudier, sont donc les suivantes :

/OO e~ P .’,1:‘2h dr a /OO P d.%' /OO —px $2h d:E K
5 5 T U2h = Bk
0 x2 — ¢? 0 (22— g2k 0
/oo efpxx2h+1 dr a /oo e~ PT da; /oo DT 2h+1 da?
——5 55— = Gopqq = Lp -
0 22 — ¢? "o (22— )k 0

Pour les deux premiéres on a

00 —prLh g 00 00 —pr h—2 g
e T dx _ _ e x T
/ 22—/ e Pral 2dw+q2/ —= 7
0 e —dq 0 0 = —q

ou bien

12h-2/1 12h 1/1
Gop, = = + ¢“Gap—2, Gopt1 =

+¢*Gop_1; (f)
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ce qui donne en application

Go = 21q(b —a), Voir (VII) Gy = 3(a+b), Voir (VIII)
Gy =+ + Jalb — a), Gy = 5 + 4aa+ 1),
G4=1;;1+f+§q3(ba), G5:if+]q;+§q4(a+b),
G6:1;gl 12;‘12+f+§q5(b—a), G7:iél+li/;;]2+]qo;1+%q6(a+b);
donc en général
Gop = %QO—l(b_ a) + = §:12h—2n/1 (p2q2)n—17 9)
Conir = 1g? (bta)+ p;h §:12h—2n+1/1(p2q2)n—17 (10)

Quant a ces intégrales, on peut rémarquer, qu’on aurait pu les déduire des formules
(1) et (2) par les rélations :

Ao, +Boy  =2Ggpy, Bap,  —Agp = 2qGop,

Agp—1 + Bop—1 = 2Gap, Bop—1 — Agp—1 = 2qGop—1;
d’ou
1 1
Gop, = % Bop,  —Agp =59 Bop—1+ A1 ¢,

1
Gopy1 = 2q{B2h+1 - A2h+1} = %{B% + Agy, }

7. Pour les deux suivantes Hj, et Ij, il faut avoir recours au Théoréme I
de N°. 3. Comme dans N°. 4, on aura ici

00 e~ PT p
/o @ =gk "

ze P > —pe P dx —k -2z dx
e e et |
(@2 =%l Jo (22 — ¢?)k (22 — gk t1
re P¥ }OO /OO _ { px 2k 2kq> }
= + e PPy + + ,
(@2 —=¢®% o Jo (22 —g?)F (a2 =Pk (22 - g2)k T

ou bien

X e TPy ze P > pT 2kq?
_ — —pT .
1 2’“)/0 @ PF @ 2>’f] +/0 ¢ dx{(x?—q%“(x?—q?)'fﬂ}’
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'S —px 2 —pxr 70 00 — me—DPT —px —k-2¢d
/ :266 2y% 4 = xze 2k _/ ‘T{ = 2 xti dz +ze™P* Zkal
0o (2*—¢%) (z*=¢)*lo o (z2 — ¢?) (22 — ¢*)*t
p N P
- p2e—pr X 00 e (22 — 2)k—1 (22 — ¢2)F
= ok + e dx 9
(= —q*)" lo 0 (2k — 1Dz 2kq x

(1;2 _ q2)k (1:2 _ q2)k+1
o0 P 00 e~ P
si l'on voulait prendre 2 / g prdr = / g - 2% ou retrouverait
‘ ‘ 0o (z%—¢%) 0o (z%—4¢%)
la derniére équation elle-méme.

00 —px o0
_p/ edﬂf:/ B S
0 (e2—g)k 1 Jo (22— gP)Ft

_ e b }oo B /OO P2 —(k —1)2zdx
@ -1, o @2 — @)

X TPy o0 1
0 (@2 @k (@2 — 2)F

00 —DT 2 4 0o 1
—Qk/ m:/ ze P d g
o (@*—¢)"" Jo (% —¢%)

re PT 1% o 1 —pa —p
:(xQ—q2)k}o —/O ($2_q2)k{e + - (—pe )}dw,

mais aussi

/OO e P2 dx 2/00 e Prdy N /OO e PTdy
0 (x2 _ q2)k+1 0 (xz _ qz)k+1 0 (x2 _ qz)k
. . . e Pr abe=PT
Dans ces six équations on a des termes intégrés 5 0 335 - Pour la
(#? —¢%)* (2% —¢%)"
limite inférieure = 0, ils deviennent respectivement 2 et 0. Pour la limite
—q
1

supérieure x = oo, le premier est = — = 0, et le second semble étre
e oot 00
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b b
.. . 00”0 . T

indéterminé de la forme —— : mais si on le met sous la forme —————— et
X0

e—i—px(xQ _ q2)a’
si 'on différentie le numérateur et le dénominateur de cette fraction, il vient :
ba;b_l bxb_l
pelT (22 — g2)0 + ePTa(z? — q2)a 127 eP* (22 — g2)a1 (pa? + 2ax — pg?)’

Le degré du numérateur s’est abaissé d’une unité, celui du dénominateur n’a pas

) p
diminué : en réitérant cette différentiation, le numérateur devient a la fin 10/1 et
alors la fraction a la valeur

1b/1 10/1

e® .00  00-00
Ce raisonnement exige que a soit = 0, c¢’est-a-dire k = 1.
A présent la premiére, la quatriéeme et la sixiéme des équations trouvées
donnent :
0 = ply + (2k — 1)Hy + 2kq°Hyy1; ()

la seconde donne :
pHy_1 + pg?Hy, + 2(k — DI, + 2k¢*T 41 = 0;

la troisiéme et la cinquiéme enfin :

1
— = PHE + 2kL 1. (h')
(—a%)

Par la substitution de la derniére dans ’avant-derniére de ces formules on ob-
tient une équation identique. Il nous reste donc les deux autres, qui doivent servir
réciproquement a éliminer les T ou les H : de sorte que nous trouvons

4% k- (k—1) - Hypyy = 2-(k—1)-(2k—1)-Hy +p*Hp_y,  (9)

(—q2)k+1 B
-1
4% k- (k—1) Tpyy = W—2'(k—l)‘(%—3)‘1k+2921k—1- (h)
Or, nous avons
1 b—a 1 a+b
Ho = —, H = ; Ip=—, L = :
p 2q p 2

Donc il nous faut encore Hy et Iy pour pouvoir faire usage des formules (g) et (h),
qui valent seulement pour k = 1. Les formules (¢') et (k') nous aideront ici en
donnant pour k=1 :

b—a+a+b
2q 2
-1 b—-a

1
2Ty = o o =
(—¢?)! @ 2

—2q2H2 =1- H1 —i—le =

b,
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donc
b—a 1 a—l—b]z 1 b—ag

+ ) 2 = - - .
2¢ 2(—¢?)  2(—¢?) 2 2(-¢%)  2q 2

Le calcul de (g) et (h) nous donne & présent successivement :

Ho =

1 P22 +3b—a }
H3 = { +3pla+0b) ¢,
4(—¢?)? (—¢®) 2q (a+9)
1 60> +30b—a 4 9
H4:{6p+ + (pq” + 15)p(a+1D) ¢,
24(—¢%)3 (—¢®) 2 ( Jpla+?)
1 Pt +45p22 +210b—a . 5
H5:{pp2q2—|—88+ 10p2¢% + 105)p(a +b) &,
96(—q2)1 1"t ) ) T pla+b)

Vu la complication des formules (g) et (h), I’'on ne pourra mettre la valeur générale
de Hy, et I}, sous une forme assez simple pour pouvoir en faire usage.

8. Le Théoréeme I du N°. 3 nous fournira ensuite pour les intégrales K et L
les formules suivantes :

h/oo e—pmwh—l dx /oo P p b
- @O @ @ = e — T
0 (22— @)k o (22— @)k
—px,.h 70 0 = PT k-2
= 62 ka] _/ xh{ 2pe o T 3 2i+1}dx’
(x®=a¢*)"lo Jo (% —¢?) (% —¢?)
Sl L o zh P
— —— — .e
p/o (22 — )k /0 (@2 — @2)F
_ e Prgh 70 [ —pa ha!—1 Lt —k -2z s
(@2 —a®)*Jo  Jo (@2 —gHF " (@2 -
_Qk/mm :/Ooepxmhd. _
0 (22 —¢)rL Jy (22 — g?)*

e Prgh 1 o0 1 h—1
_ v s o s -1 —px . —px h
= ($2q2)k:|0 /0 (x27q2)k {h:c e pe “x }daz.

Le terme intégré étant zéro, comme on a vu au numéro précédent, ces trois équa-
tions se réduisent a une seule. Mais en vertu de ce que 'on a observé plus haut,
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il faut distinguer entre le cas ol h est pair et est impair. Si 'on met 2h et 2h + 1
successivement au lieu de h, on a respectivement :

0=2hLp_1x+2kLp 11 +PKpp et 0= (2h + 1)Kh,k + 2kKp 1 g1+ pLp k- (i")

On peut se servir de ces deux équations pour éliminer réciproquement les L ou
les K : de cette maniére on obtient :

0 = p*Kp, , + (4h* — dhk — 2h — k) - 2¢°K}, .12
— (20 — 1) - 20" Kpp_1 g2 — 2(k — h)(2k — 20 + DK}y jopa,
0= pLp,j, + (4h* — 4hk + 2h — 3k) - 2¢°Ly, g2
— (20 +1) - 2hq Ly 2 — 2(k — h)(2k — 2h = 1)L 41 so-
Afin de pouvoir en faire usage, il sera plus commode de les ramener au méme

index partiel. En premier lieu, par exemple, au méme k : alors il faut substituer
les équations identiques

2 4

Kpk =Kpiopt2 —2¢°Kpp1 o + ¢ Kp i,
2 4

Lpk = Lpyo k2 — 2¢°Lpy1 g2 + ¢ Ly gg0;

et I'on obtient, en diminuant k& de deux unités aprés la réduction :

\

0=p K1 h — {p°* + (k—h—1)(2k — 2h — 1)} - 2K,
+ {2 + 2(4h% — 4hk — 2h + 3k) } > K1
— (h—1)(2h —3) - 2¢"Kp_o 1,

0=p*Lypip — {p°0* + (k —h = 1)(2k —2h = 3)} - 2Ly,
+ {2 + 2(4h% — 4Rk + 2h — k) } L1
— (h=1)(2h =1) - 2¢"Lp_o -

Pour k =1, on a Kj, 1 = Ggp, Ly 1 = Ggp41; on a dans ce cas pour ces formules :

0= p*Gopto — {P°¢* + h(2h — 1)} - 2Goy,
+{p?¢® + 2(4h* — 6h + 3)}¢*Gop_o
— (h—1)(2h — 3) - 2¢* Gop_4,

0=p*Gopyg — {P?> + h(2h + 1)} - 2Gop 4y
+{p?q% + 2(4h% — 20 — 1)} ¢®Cgp_y
— (h=1)(2h — 1) - 24" Goy_3,

équations, qui sont identiques par la substitution des formules (f), comme il doit
étre.
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Au contraire, 'on pourrait aussi ramener les formules (i) au méme index h :
dans ce cas on a les substitutions

2 2
Knr=Kn1 -1+ Kp—1k, Lok =Lp1k—1+¢Lp_1k
2 4 2 4
Kntip =Kp—1x—2+2¢°Kp_1 -1+ ¢ Kp—16, Lig1p =Ln—1p—2+2¢"Lyp—1 -1 + ¢ Lp—1 -

A Taide de ces formules, en diminuant & d’une unité, et en augmentant 4 d’une
unité, apres les substitutions diverses, on a enfin :

0=—k(k—1) 4¢"Kp y41 + (4h — 4k + 5)(k — 1) - 2¢°Ky, &
+{p*¢* — 2(k — h — 2)(2k — 21 — 3)} K}, 41 + p°Kp o,

0=—k(k—1) 4¢"Ly g1 + (4h — 4k + 7)(k — 1) - 2¢*Ly,
+{p*¢* = 2(k — h — 2)(2k — 2h — 5)}Ly, 41 + p*Lp, o

Pour h =0, on a Kq ;, = Hy, Ly = I}, : donc ces formules donnent :

0= —k(k—1)-4¢"Hyy — (4k = 5)(k — 1) - 2¢°Hy, + {p®q® — 2(k — 2)(2k — 3) }Hy_y + p*Hy_o,
0= —k(k—1)-4¢" 1 — 4k —T)(k —1)-2¢°T; + {p*¢® —2(k — 2)(2k —5)}T;_1 + p°Tp_o.

Ces derniers résultats doivent étre identiques avec les formules (g) et () ; en effet
la substitution de ces dernieres en démontre la vérité.

Si les formules (g) et (h) étaient déja trop compliquées pour se traduire en
expression générale, simple, & plus forte raison ces formules (i), (h) ou (I) ne
permettent pas de chercher un tel résultat. Néanmoins elles sont propres a dé-
duire dans chaque cas spécial, pour des valeurs données de h et k, une intégrale
Ky 1 ou Ly, soit par les formules (g) et (h), soit par les équations (9) et (10) en
faisant usage respectivement des équations (k) ou (1) : la derniére voie sera bien la
plus aisée a suivre.

9. Quant aux intégrales au dénominateur (z2 + ¢2)¥, leurs valeurs et les for-
mules de réduction respectives se déduisent de la méme maniére, que pour les
précédentes, dont on s’est occupé dans les trois derniers numéros. Pour celles-ci,

si 'on met :
/OO e Pt g2h gy M /OO e PTdy N /OO e P 220 gy p
——5 5 — = Moy, 57 = N ——5 57 = Pk
0 x2 +q2 0 (1'2 +q2)k’ 0 ([E2 +q2>l€

00 e—pa:th—i—l dx 0 o=PLy 00 e—pmeh—i—l dx
/ —3 2 = Mo, / ok — Ok / 2ok = Quk
0 0o (%+¢%) o (2*+4q%)
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. 1
on trouve, en ayant égard aux formules (III) et (IV), savoir Mg = —c et My = d, au
q

lieu des formules (9) et (10) les suivantes :

_ 1 _
My, = (—1)Peg? 1 + 121% /1 (221,

2h—
o (11)
M2h+1 _ (_1)hdq2h + ﬁ 21: 12h—2n+1/1(_p2q2)n—1'
De la méme maniére les formules ( ) et (h) deviennent ici :
4¢% k(k = 1)Ngyy = qQk 5 +2(k — 1)(2k — )N}, — p*Np_y,
(m)
4¢% - k(k — 1)Op 11 = 2F1 +2(k — 1)(2k — 3)0y, — p*Op_1,
avec les cas spéciaux :
1 . 1 .
No = - Voir (V), Op=— Voir (VI),
p p
1 . .
N = gc Voir (II), 01 =d Voir (IV),
1 1 /1 1 1 p
Ng = —— (IN1 —pO1 =<C—Pd>, O = — 1( +pN1>=1<—C>7
22 ¢ =22\ N2 A
etc. ete.

tandis qu’au lieu des équations de réduction (i), (k) et (1), il faut mettre respecti-
vement les suivantes :

0=p*Pp i — (4h* — 4hk — 2h — k) - 2¢*P}, 1o )
— (2h — 1) - 2hg*Pp_1 10
—2(k — h)(2k — 2h + 1)Pp 1 1 j10,
0= p*Qpp — (4h* — 4hk + 2h — 3k) - 2¢°Qp, f12
— (2h +1) - 2hg*Qp_1 12
—2(k — h)(2k — 2h — 1)Qp 41 k425

0=p°Pho1p + {p2q2 —(k=h—1)(2k = 2h — 1)} - 2Pp g

{p2q2 — 2(4h2 — 4hk — 2h — 3k)} Ph_ik
— (h—1)(2h — 3) - 2¢*P},_o

0=p*Qni1k {qu (k—h—1)(2k —2h — 3)} - 2Qp 1
{p2q2 — 2(4h2 — 4hk + 2h — k;)} Q1

— (h=1)(2h = 1) -2¢"Qp 2, )
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0=Fk(k—1) 4¢"Py 41 + (4h — 4k +5)(h — 1) - 2¢°Py 1
+{PPa? +2(k —h—2)(2k — 20— 3)} Py sy
— p*Ph f—2,

0= k(k—1)-4¢"Qupr1 + (4h — 4k + 7)(h = 1) - 2¢°Qp
+{p?® + 20k — h = 2)(2k — 20— 5) } Qu sy

P
—p Qp k—2-

L’emploi de ces formules est restreint tout comme celui des formules analogues
(i), (k) et (I) : c’est-a-dire, qu’elles peuvent fournir aisément des résultats pour
chaque cas spécial, sans toutefois étre susceptibles de pouvoir donner une valeur
simple pour les intégrales générales Ny, Oy, Py, Qp k-

10. Puisque nous connaissons a présent les intégrales a dénominateur
(22— ¢?)F et (22+¢?)*, dont on a traité respectivement dans les N°. 6 4 8 et 9, nous
pourrions en déduire les intégrales de méme forme, mais & dénominateur (z*—¢*)*.
L’équation de réduction

/OO e Prgh—4 dg /OO e Pl dg 4 /OO e Prgh—4 gy
S YTy T a1 ¢ "
0 (1:4 _ q4)k 0 (m4 _ q4)k+1 0 (1:4 _ q4)k+1
nous montre d’abord, que nous avons a distinguer ici entre quatre classes d’inté-
grales, ot les valeurs de h sont respectivement de la forme

Ah,  4h+1,  4h+2,  4h+3.

En effet, si 'on nomme l'intégrale

I’équation précédente méne aisément par le chemin du Numéro 2 aux formules
suivantes :

14h=4/1 4h 1 Ah—4n/1,, 4 dyn—1 )
R4h:p4h73+qR4h 4=q Ro+ = 321 )",

14h=3/1 1 Ah—dn+1/1,, 4 4\n
R4h+1: p4h_2 +QR4h 3—(] R1+ 4h 221 n+/( Q) >

e 4h Ah—4n+2/1 -1 @
Rynyo = —p—— +t ¢ Ran—2=14¢ R2+mzl R gty

p p

phmlr 4 1 & ants/1, 4 ayn—1
R4h+3:w+q R4h—1=th3+]fT;1h 3/ (phgtyn =l

Vs
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Ces formules font voir qu’il y a vraiment quatre classes distinctes et indépen-
dantes, et que pour la connaissance de ces intégrales générales il nous faut au-
paravant la valeur des intégrales spéciales Ry, Ri, Ro, Rg. On peut observer ici,
que ces mémes formules résulteraient soit de ’addition, soit de la soustraction des
équations (9), (10) et (11) : remarque analogue a celle faite a la fin du N°. 6, et
qui donnerait des formules de réduction tout-a-fait semblables & celles, que 'on a
trouvées la.

Quant aux intégrales nécessaires Ry, R1, Ro, Rg, la soustraction et I’addition
des formules (III) et (VII) nous fournissent :

1 1
RQZ@(b—a—ZC), Rgzzq(b—a—l—Zc),
comme celles des formules (IV) et (VIII) les suivantes : (12)

1 1

q
On a donc enfin :

—a+b—2c 4 3 Ll heann 4 4n—1
R4h:fq +W;1 n (ptghyn Tt

a+b—2d 45 9 1 2 gm0, 4 an—1
R4h+1:fqh +W21)1h A (e K

(13)

—a+b+2¢c 44  Ah—an+2/1, 4 Avn—1
R4h+2:fqh +W;lh R gty

a+b+2d 4h 1
Ripps = —7— +ZW

h
; 14h—4n+3/1(p4q4)n—1'

Suivent les intégrales

© eTPTdy e Py dx o0 eTPT2 dy; 0 e TPTg3 dy

I = Sk 1% = Ik — % = Uk — 5 = Vi
/0 (xh — gk /o (xh — gk /o (2% — gk /0 (24 — gk
qui sont toutes distinctes par la méme cause, qui fournissait les quatre valeurs
des R, c’est-a-dire, que les exposants h des quatre formes mentionnées précédem-
ment ne peuvent se réduire I'un a 'autre, mais qu’ils sont tout-a-fait indépendants.

Commengons a y appliquer le Théoréme du N°. 3, afin d’obtenir des formules,
qui pourront servir a la réduction successive et indépendante de ces quatre séries
d’intégrales, et prenons a cette fin pour f(x) successivement z, 22, 23, z¢, ou e P%,
ou encore (a:4 — q4)_k, tout comme nous avons fait auparavant, lorsque nous avions
a étudier les intégrales & dénominateur (z + ¢)* etc.
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La premiére supposition nous donne

b
b

b

/OO e Py ze P¥ }OO /OO { —pe P* R —k - 4a }d
— — €T —————— e —_— X
o (@—g)F @ -gY o Jo T Lt —ghF (zt — gk +l
ze P * x 4k 4kg*
T A 414 +/emdx{ 4szchr Ik (A q4k1
(@*=¢)* 1o Jo (% —gH)" (2% —g*)" (2% —g?)FT
et de méme
00 o=PT 4 2,—pr 7°© 00 2 4k Ako*
2/ 64 xsz: $4e Nk +/ epzd“’{ 4px4k+ 1 964/ch 1 q4x/c+1
o @ —g¢)% (@*—=¢)"]o Jo (@*—q*)*  (a* —¢)"  (a*—q%)
3/00 e P2 dg xde7Pr ] _|_/OO —pz g { pad N 4kx? N dkqta?
= & X
0o @=ah* @t-aH* ]y o (at —ghk  (zt—ghk  (at —ghEH]
4
p bq
; +
00 ,—PT 43 o B pde—pr 0 0 - ($4 _ q4)k—1 ($4 _ q4)k
4 Tk (A k| T e dz 3 4.3 ’
0o (2% —q%) (x* —q*)F |g 0 n 4kx n 4kq*x
(:c4 _ q4)k (x4 _ q4)k+1
ce qui revient a écrire — a cause de la valeur zéro qu’obtient le terme intégré

d’apreés le méme raisonnement que dans le N°. 7 —

Si = Ty, + 4kSj, + 4kq*Si 41,
2Ty, = pUy, + 4k Ty, + 4kg* Ty p1,
3U = pVy, 4 4kUy, + 4kq* U1,
4V, = pSk_1 +pg"Sy

+ 4kVy, + 4kq* Vi,

ou 0 = pTy, + (4k — 1)Sy, + 4kq*S 41,
ou 0 = pUy, + (4k — 2) Ty, + 4kq* T 41,
ou 0 = pVy, + (4k — 3)Uy, + 4kq*Up 1,
ou 0 =pSp_q +pq4Sk

+ (4k — 4V}, + 4kq* V1. )

Encore a-t-on par la deuxiéme supposition pour f(x) :

e pr ]
(@ — gh)k

e Py

/OO e P? dx
_p pr—
0 (zt—ghk
/OO e Py dx
_p pr—
0 (14 _ q4)k (1’4 _ q4)k‘
e Py
- (1,4 _ q4)k
/oo e PTa? dx e P 2
_p pr—
0o (@t—ghk (@t —gHF ]
e—pa:l,Q 7100

RGRTLL

10
700

10
700

10
700

10

[ P2 —k - 423 da
0 (:c4 _ q4)k+1’

- /000 e P { (4 _1q4)k T ‘T(xzx_f ;;3;1 } dz
+ /000 e P dz { (;k_—qi)k + (4 iquf)kﬂ } ’
o e
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00 e=PT 3 e PTy3 1 e 322 3 —k- 43
—p/ - _/ e Pv +a dx
o (@t—=gh* (@ -g]lo o (zt—ghk 7 (af =gt

_ e PTy3 ]OO N /OO P gy { (4k — 3)a? N 4kqta? } ‘
(:n4 _ q4)k 0 (x4 _ q4)k (:U4 _ q4)k+1

Or pour la premiére de ces quatre équations, le terme intégré devient - pour

1
_q4)
la limite inférieure 0 de z, tandis qu’il devient pour la limite supérieure x = oo,

1

=0 donc cette équation donne
o0 -0

—pSy. = —% + 4kVy; (T‘//)
(—q%)
tandis que les trois équations suivantes sont absolument les mémes que les trois
premiéres de celles, que I'on a trouvées en premier lieu : et cela parceque les termes
intégrés s’annulent ici par la méme raison, qui avait lieu la.
Enfin on obtient par la troisiéme supposition :

ik /OO o S T /OO ¥(—pe_p“’ dr)
0 (@A (A, o (@ g ,
) B -0
_4k/oo @ 4pmq )if—l = (xi _p“(’;i)k | _ /OOO(I4_1q4)k {_pe*pxx_’_efpaz}dx’
5 - 2 700
[ G G, g e
6 - 3 1
—4k /OOO (;4 ixq‘l)clif-l = (;4 ix;)k, . B /000 (x4_1q4)k {_pe—pmx?) n 33:26_1”3} da.

En observant que d’un autre coté, on a identiquement :
o gmpryd g  eTPr g 4 [0 e Prdx
/0 (a4 — k1 = /0 (@ — A)F T4 /0 (2 — R+
00 eTPTS dy e Prrdx 4 [° e Prrdx
I R e e e o)
00 emPT 6y X eTPTp2dy 4 [ e PPl dr
I R e e R )
on voit facilement que ces quatre formules coincident directement avec les quatre
équations précédentes : de sorte que nous avons les cing équations différentes
(r') et (r") pour chercher des équations de réduction entre les intégrales des quatre
classes diverses séparément. Dans ce but substituons la valeur de S; de (r”) dans

la premiére des équations (1) ; la résultante exprimera T}, en fonction de divers V :
substituons cette valeur dans la deuxiéme de (r'), et 'intégrale Uy, se trouve donnée
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par divers V : enfin éliminons les U entre cette derniére équation et la troisiéme
des (r') : il en résultera une équation de condition entre les V seulement ; et main-
tenant a ’aide des équations originales, on peut aisément obtenir des formules ou
I’'on ne rencontre que les seules intégrales S, U, ou T. Le résultat sera enfin donné
par les formules suivantes :

0= 54)k { — (4k - 3)(4k—2)(4k—1)-4k}\/‘k
+ (16k% + 1)k(k + 1) - 48¢*V 11

+ (2k+ Dk(k+1)(k+1) - 384¢%V,

+ k(k+ 1) (k +2)(k + 3) - 256¢1%V 13,

0= Op - {p4—(4k—3)(4kz—2)(4k—1)-4k}(4k—3)Uk

/—/\ﬁ\_/

+ {pt — (256k" + 144K + 104k + 9k + 3)4} 4kq" Up 4
— (32k3 4+ T6k2 + 67k + 21)k(k + 1) - 192¢%U} 1o

16k2 + 51k + 39)k(k 4+ 1)(k + 2) - 256¢2U}, 3
— k(k+1)(k+2)(k +3)2-1024¢"0U, 4,

/\/\

2
0= = q4)k { — (4k — 3)(4k — 2)(4k — 1) -4k} (4k — 3)(2k — 1)T}, (s)
(160k” + 592k% + 723k + 36)k(k + 1)(k + 2) - 128¢"* T4 5

+
+ (20k2 + 77k + 45)k(k 4+ 1) (k + 2)(k + 3) - 512¢'5T; 4
+ k(k +1)(k +2)%(k + 3)% - 4096¢*°T}, . 5,

— {p*(8k — 1) — (640k> + 256k* + 584k3 + 64k> + 24k + 3) -8} 2kq Thin

— $pt — (640k* + 1632k + 2276k2 + 1239k + 39)4 } k(k+1)-8¢%T) 0

p* 4

0= it {p — (4k — 3)(4k — 2)(4k — 1) '4k:} S},
+ (16k? + 1)&? - 48¢%S) 41

+ (2k + 1)k (k +1) - 384¢5S) 49

+

k2 (k 4 1)(k + 2) - 2564128, 3.

11. On pourrait encore aller plus loin et déterminer généralement les inté-
grales de la forme

o0 T hdw
/0 (z 4+ @)k (x — @) (a? + ¢2)™
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mais outre que les réductions deviennent de plus en plus compliquées, ces intégrales
ne sont plus aussi remarquables que les précédentes. Car, en mettant successive-
ment z au lieu de z2 et de 2* — ce qui est évidemment permis, puisque entre
les mémes limites ces fonctions de z, savoir z2 et z%, restent continues, et n’ont
ni un maximum ni un minimum — les limites de la nouvelle variable = restent
les mémes 0 et oco. Dés-lors les formules trouvées donneront aussi la valeur des

intégrales suivantes :

0 o=V h gy 00 o=V h gy
——— = 2Gopy1, / ————Vz =2Gg 9,
/0 z—q? * 0 T—q *
0 o=VT o e~PVT dy
LT / C - SVr o =2H,,
/0 (x — ¢?)k (x — ¢?)k -
0 o=VTLh gy 00 o=VTLh gy
———— = 2Lnk, / s VT = 2Ky 1
/0 (z — gk ’ 0 (z—¢?) i
0 o=V h gy oM 0 o=V h gy oM
- 5 = ’ T = )
/O IL‘-|—C]2 2h+1 /O ﬂi‘—l-(] 2h+2
00 —PVT g 00 o —IVT g
0o (v+4q%) 0o (v+4¢%)
el P e AV
2Qp / ——— V& =2Pp1
/0 ($+q2)k ) 0 (m—l—qQ)k +1,
00 =P VTyh gy 00 o=p VI h gy
/ =R [ Ve R,
0 r—q 0 €T — q
0 =P VT gy 00 o=P VT g
e / A =T
/0 (w — bk 0 (z—qhF *

De ces deux séries d’intégrales semblables, la premiére peut étre regardée comme
la suite de la série des intégrales (I), (1), (3), (5) et (II), (2), (4), (6) :
consiste en ce que 'exponentielle e P* est changée ici en e~

12. Passons a un autre genre d’application du Théoréme I, démontré dans le
N°. 3. Jusqu’ ici nous avions pris pour f(x) soit 2", soit (x £ q)_k, (22 + q2)_k

Tete P

la différence
4

soit e P¥ et nous avons vu que ces trois suppositions différentes menaient généra-
lement aux mémes résultats auprés des intégrales étudiées plus haut. Maintenant
prenons pour f(z) en premier lieu %l - (¢ £ x)% ou %l - (¢* £ 22)?, forme & laquelle
se prétent les intégrales citées ou trouvées : le résultat sera tout autre que celui
qu’on vient d’obtenir, puisque, outre les fonctions algébriques et exponentielles, on
devra acquérir un logarithme sous le signe d’intégration définie.
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Commengons par les intégrales (I), (1), (3), (6) et (II), (2), (4), (8), dont le
dénominateur est respectivement = + ¢ et = — ¢, et voyons d’abord, si I’on peut
déterminer la valeur du terme intégré entre les deux limites 0 et co. L’expression
la plus générale de ce terme est évidemment

e Pl . (g + x)?
(z £ q)*

Pour la limite z = 0, le facteur e P71 (q+x)2- (x+q) F est égal & 1-¢2 : (£¢)F : il
reste alors le facteur 2", dont la valeur est zéro pour h > 0 : pour h = 0 au contraire
ce facteur n’existe pas; donc pour ces deux cas le terme en question devient pour
la limite inférieure

0 ou [-¢°: (iq)k, selon que h > ou = 0.

Quant a 'autre limite x = oo, il faut agir autrement : 1a la régle ordinaire pour
e 0l - 0o

la détermination de la valeur indéterminée Yk donne pour la valeur du
terme :
l-(q=+x)? +2: (¢ +2)
ePrr—h(x + g)k - pePTr—h(x 4+ q)k — ha—h—1ler®(x 4 q)k 4 k(z + g)k—leprp—h
9ph+1
T b [(px — h)(z £ ¢)F 1 + ka(z £ q)F]
9ph+1

P [p(x £ q)k+2 — (pg + h — k) (x £ ¢)F+1 F kq(z £ )%

Si 'on poursuit la différentiation, on verra que le numérateur se réduit enfin
a 1"*1/1 tandis que le dénominateur garde toujours la forme

epx[...(x:tq)k+2+...];

1h+1/1

donc la fraction est toujours égale a = 0, sous la condition de £ > —2 : ce

qu’il s’agissait de chercher. On voit donc que le terme, déja intégré, a une valeur
zéro dans les intégrales dérivées des équations (1), (2), (6), (8) : tandis que sa valeur
pour les intégrales déduites des formules (I), (II), (3) et (4), sera respectivement

_l'q27 _l'qzv



ET SUR SON APPLICATION A QUELQUES FORMULES SPECIALES.

27

13. Apres ces observations préliminaires le théoréme I du N°. 3 donnera tout

de suite par les intégrales (I), (II), (1), (2), (3), (4), (6), (8) respectivement :

o0 o0
2a:/ epmd'l‘(q+x)2=—l-q2—/ I (q+ z)*(—pe P" dx),
0 0
g 2 1 2
sl e Pl (gt a)tde = —(2a+1-q7),
0 p
_ > —px N2 2 > N2 D
2b = ePrd-l-(¢g—x)*=-1-q l-(q—x)°(—pe P*dzx),
0 0
g 2 1 2
e PPl (q—x)de = ~(2b+1-q°),
0 p
o0

o0
28 = / e Prald 1 (q+ x)2 - / e PPl (q+ x)Q{PSCh - hxhil} dz,
0 0

oo oo
0 0

20 /Oo g (gt
0 (z+4qgkt
s /°° 2{ —peP* (k1)
= —— — l-(q+x)° ——F—+e PP———= L dx,
=1 Jo (z+q)F! (z+q)*
2D /OO g (-2
0 (z—gkt
D o 2 e
= - — l-(qg—x) +eP¥ dz,
(=9t Jo (z —q)k~1 (z —q)F )
0 e—pxxh A
oF :/ T g+ )’
el e (q+ =)
00 o= DPT b h—1_—px (b —
pe Prx" 4+ ha" e oz h—(k—1)
= - [ (q+z) +e PPl ——— b dx,
/0 (z 4+ q)k—1 (z+q)*
00 e—pxxh
W= [l g0
’ 0 (z—ghkt
o) —pe~PTph L pph—1o—px (k-1
= —/ - (q — ;L')Z pe Tt k-%' 1 € +€_pxxh(7k) dz.
0 (x —q)*~ (z—1q) )

(14)

Les intégrales ('), (u’), (v') se présentent sous la forme d’une équation de réduc-
tion. Tachons de les ramener & une forme, ol la valeur des intégrales soit exprimée

généralement. Si nous nommons :

o0 o0
/ Pl dr 1 (g +2)? = AY, / e Pl dr -1 (q - 2)? = B},
0 0
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la premiére des équations (¢') donne :
pAl —hAL | =24, ou plAl =2p"tA, £ RptIAL (t1)

Parceque Aj, n’est autre chose que lintégrale (14) et qu'elle est connue par
conséquent, on trouve :

pA} = 2A; + 1A},
PPAL = p-2Ag+2-2A; 4+ 1-2A),
pPAG =p®-3A3+3p-2A9 +2-3-2A1 +1-2-3Aj,

donc en général

m—1

h
phA) = 1Ay Z]i 2A,m,
1

m/1

ou par la substitution de la valeur de AJ, tirée de I’équation (14),

m
AL =1 204167 +2- 1h/1§p—Am. (16)

T 1m/1
Mais si I'on veut éviter la sommation toujours difficile des diverses inté-
grales Aj, on peut substituer successivement dans chaque résultat précédent les
valeurs de A}, trouvées par (t1), et celles de A, suivant la formule (1); o 'on
peut toujours prendre les intégrales Aj et Ay pour données. Alors on trouvera

I’équation :

h—1 9 h—2 (pg)"™ 1m+1/1
hat _ 1h/1 Al h—1/1 n/l; . \n | % qh—2/1 pq
p"A, = 1" A+ 2 2A 2 pg)” + =3 ,
" 0 ' % P+ ZOI 3n/1 %: (—pg)™

donc par la substitution des valeurs connues de A et de A on obtient enfin :

h—1
pPHAY =17 2a +1- ¢%) — 2(apg — 1)2" /1 % 2"/1(—pg)"

i ; . 3h—2/1 hz_:2 { (pg)" i 11/l } Can

o | 3V T (—pg)™

De méme maniére la seconde des équations (#') donnera respectivement, en
remarquant qu’ici Bj, est donnée par I’équation (15) :

pB}, — hBj,_; = 2By, (t2)

ho.m
B, — 1h/1(2b+l-q2)+2-1h/121:%]3m? (18)
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d’ou par la méme méthode que ci-dessus, on trouve :

h—1
pPHIB, = 1126+ 1 ¢%) + 2(bpg + 1)2" 1/ % 2"/ (pg)™

h=2 [ (_pg)* h 1m+1/1
+92.3h=2/1 (=pa) . (19
¥ en % wor 1Y

14. Pour les intégrales qui suivent a présent, sav.

0 ,—pT] 2 00 =PI . — )2
/ € (q—;x) dx:C/, / € (q k$) d(L':D/,
0 (z+q) 0 (z—q)

la premiére des équations (v') nous fournit d’abord :

l-¢?
formule, qui ne vaut que pour k > 1, comme l'on a remarqué au N°. 12. Or on a
par l’équation (14)
C6 _ 2a+1- q2;
p

donc cette formule (u1) donne dans le cas de k =1 :

l-q2

2a +1 - ¢
0-Ch =5 +2C1 - pC P2t T

0

donc la valeur de C) est indéterminée ici, comme I'on pouvait s’y attendre d’avance,
parceque la formule ne vaut plus pour ce cas; j'ai taché en vain de déterminer
I'intégrale C| de quelque autre maniére. Par suite de I’équation (u;) toutes les
intégrales C restent indéterminées.

Tout de méme nous aurons par la seconde des équations (v/) :

2

(k—1)D}, = (_lq)(i_l +2Dy — pD}_, (us)
formule, qui, d’aprés la valeur de Dj, connue par Iintégrale (15), ne donne dans
la supposition de k£ = 1, pour D(l) que 0 : 0, c’est-a-dire une valeur indéterminée ;
donc on ne pourra déterminer ici aucune des intégrales D/, comme nous ’apprend

I’équation (ug).
Il est clair que les mémes observations valent des intégrales contenues dans les
équations (v’) ot se trouve la méme cause d’indétermination, savoir le facteur k—1.
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15. Vient le tour des intégrales & dénominateur ¢2 — 2, que ’on pourra trans-
former par le Théoréme I du N°. 3, a I'aide de la supposition f(x) = %l (g —22)2.
Ce sont les équations (VII), (VIII), (9), (10), (g), (h), (1). D’abord il faut chercher
la valeur du terme déja intégré, dont la forme la plus générale sera :

efpxxhl . (q2 _ x2)2
(:U2 _ q2)k

.20 ¢? e
Le facteur e P%1-(¢? —22)2- (22 —¢%)~* devient (2(1)16 pour la limite inférieure 0
—q
de z : 'autre facteur z” est zéro pour h plus grand que zéro : dans ce cas le terme
sera nul ; mais lorsqu’il n’y a pas de facteur z”, sa valeur reste 2-¢%-(—¢?)~*. Pour
o0 -0 00

= : donc 1l

la limite supérieure co de z, le terme se présente sous la forme
o
faut ici appliquer les régles usuelles, comme suit :
U(g? — 2)?
efpxxfh(lQ _ q2)k

_ 2. (—22) : (¢* — 2?)
= pepxx_h(l“z _ q2)k _ hx—h—lepx(xQ _ qz)k + k- 2x(a;2 _ q2>k—1epxx—h
4xh+1

- ePr[(p — ha) (22 — )R 4 2k (22 — g2)F]

Tout comme au N°. 12, la valeur sera nulle, sous la condition de & = 0. Le terme
intégré devient donc pour la suite des intégrales, suivant que dans la numérateur
de la fraction il y a le facteur z" ou non :

2 - ¢?
(—g®)k

Les intégrales (VII) et (VIII) donnent a présent par le Théoréme I du N°. 3 :

00 ,—PT g 00 ,—px
S @
0o I"—4q 0 Z
_ el (g7 —a?)? r _/ooz (g _x2)z{—P€_px +epm_1}d:c
T 0 O 2 ’

oo ,—px 0o
4/ em:/ e ] (g2 — o2
0 0

22
[ee]
—/ l- (q2 — w2)2(—pefpx) dx.
0

o
— e P, (q2 - 1’2)2:|

0
Pour la premiére intégrale obtenue ici, le terme intégré ne tombe pas sous la

eVl gt

forme étudiée ci-dessus : pour z = 0, il sera = oo; donc ce terme étant
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infini, cette équation ne peut rien nous apprendre. Pour la seconde, au contraire,
le terme déja intégré est —21 - ¢2, ce qui donne

(o0
2(a+b) = —2lg° —|—p/ e PTL (¢ — 2%)? du,
0

ou bien

(o)

2

/ e_pxl-(qQ—mz)de:E(a+b+l-q2); (20)
0

résultat, qui est une suite nécessaire des équations (14) et (15).
Pour I'application aux formules (9) et (10), nommons l'intégrale

o0
/ e Pr (P — 22 dx = G ;
0
elles nous donnent les équations suivantes :

o

4Gy, = / e Pr?h=l g 1 (g — 2?)?
0

©.9]

_ e—pxl,Qh—l(l . q2 _ I2)2:|
0
o0
_/ 1 (g — 22)?2 {_pefpxehfl +(2h - 1)x2h7267m}
0
o
_ / e (g2 — 22)? {prh—l (2 - 1):62/1—2} 7
0
> 2h 2 .22
Gy = [P A1 (P =)

(o]
_/ 1 (g — 22)?2 {_pe—pxeh n 2hx2h—le—px}
o Jo

o
:/ eI (g2 — 22)? {prh _ 2h$2h—1}’
0

00
— e PT 2] (q2 _ w2)2:|

parceque les termes déja intégrés ont une valeur nulle, d’aprés le raisonnement
précédent. On s’assure aisément, qu’ici il n’y a pas occasion de distinguer entre les
deux cas de h pair et impair, puisque dans la méme formule on rencontre une G’
a h pair et une & h impair. De plus, on peut mettre ces équations sous la forme :

4Ggp, = pGly,_1 — (2h — 1)GY;,_o, 4Gopq1 = pGly, — 2hGyy,_y,

d’ou il suit que les deux équations sont identiques et qu’elles peuvent étre rempla-
cées par la seule

pGl, = hGj_y +4Gp 1. (w')
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Puisque la valeur de G{, revient a celle de l'intégrale (20), on a successivement :

pGl =1-G) +4- Gy,
p?Gh=1-2-CG)+2-4-Gg+4-pGs,
pPGh=1-2-3.G)+2-3-4-Gg+3-4-pG3+4-p>Gy,

donc en général

h ,m—1
h h/1 h/1 b
Gl =1MG) 4+ 4.1 le i Gt

ou bien, par la substitution de la valeur (20) au lieu de G,

Gl = 2 g a+b+1- 2+2§hjﬂe (21)
h ™= phtl q /T m+1 (-

Dans ce cas-ci, on peut trouver pour les G, une autre valeur indépendante,
assez simple, sans avoir besoin pour cela de recourir aux intégrales Gj,. Lorsqu’on
substitue pour G, Gj etc. leurs valeurs successivement calculées, pour G la valeur
de (20) et pour Gy, Go, etc., leurs valeurs tirées des formules (9) et (10), on obtient
successivement :

1 1 1
1 / 2

5pGy =—-1l-¢°+ —(a+0b)+qb—a)+2—,
2 1 » p( ) ( ) »

1-2

(a+b)+2q(b—a)+2<;+]13>,

, 1-2.3 0 5 2.343p%?

%p3G3: "+ (a+0b)
p
1 1-24p%¢? 1
+(2~3+p2q2)q(b—a)+2{2-3+pq—i—B-},
p p p
1-2-3-4 2-3-443-4p>¢% + pt¢?
WG =—— "1+ S e D) (203 A PP - a)
1 1-2+4p%¢ 1 1-2-3+p%¢
+2{2.3.4+4+pq+3.4++pq}_
P p p p

L’inspection de la formation des termes fait voir assez aisément — surtout si
I’on continue le calcul des G’ suivantes, et si l'on fait attention a l'ordre gardé dans
le dernier terme, dont 2 est le coefficient, — qu’ici il y a de nouveau différence entre
les expressions de G) pour h pair et impair : cette différence a sa source dans celle
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entre les expressions de Gop, et Gopy 1. On trouvera enfin les valeurs générales :

21 21
L, — 120 2 4 1M S (=pd)" | jon/1y, 3 (pg)"

0 n/l 0 1n/1

1 n—=l1 —om m
T Z 12n 2 /1(p2q2) }
e Z g2n—2m—1/1(;,2,2ym }’ (22)

2h n
1 2h424r  _ 12h+1/1, 2, 12h+1/1 <2 (=pq) 9h+1/1, <% (pg)"
14 G2h+1_1 /lq +1 /a%:w‘{‘l /bz 1n/1

h+1 1
+22h/1 ; {12n/1 Z 2n 2m—|—1/1(p q) }

32h 1/12{12n/1 Z 12n 2m/1( ) } (23)

L’on voit que la différence entre ces deux expressions se trouve principalement
dans les deux derniéres sommations, les trois autres termes ne changeant pas de
nature.

Quant a la formule (g), elle est dans le méme cas que (VII) et par la méme raison
ne donnerait rien : mais on peut pourtant I’employer a l'aide de 1’équation (h), si
I’on fait attention a la rélation identique

00 e =PT 2 Iy
Hy o1+ ¢*Hy = / I EETIVE
0o (z2—¢?)F

alors celle-ci, et ’équation (k) nous fourniront pour les intégrales

e Pr]. —22)2dz 00 ePT] . (g2 — 22)21 dx
/ ( 2 k) =M et / (3 2 k) =1
0 (22 0 (2% —q°)

les formules suivantes :

o0 e~ bT 9 9\9 e Pl . q — 2 o0
41k:/ s d 1 (P —a?)? =
0 ($2_q2)k71

(22
/<>{<><< S

A{Hy,_1 + ¢*Hy} (')

_/oo re— DT g (q2_x2) B xe—pxl.(q2_x2)2:|oo
0 ( 2 _ qZ)kfl ($2 _ q2)k71 0

o e Pt — pe Py e —(kE—1)2z
— l-(q2—x2)2{+xe pr_—— % du.
/0 (22 — g?)k-1 (22 — %)
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La valeur des termes intégrés est ici, d’aprés ce que l'on a dit a ce sujet,
20q>

et 0 respectivement. On a donc les équations :

(—q?)F
2. 1q?
LU//
A(Hyp_1 + ¢*Hy) = —H)_{ +pl}_q +2(k — D){H,_; + ¢*H},} ()

= (2k — 3)H},_; + 2(k — 1)¢*H}, + pI},_;.

Mais si I'on élimine par la premiére de ces formules soit les I, soit les H' de la
seconde, et que ’on augmente k£ d’une unité dans le premier résultat, on obtient a
laide des équations (¢') et (1) :

Ak(k — 1)¢*Hjy, | +2(k — 1)(2k — 1)H}, — p?H}_,

9 2pl - ¢°
Ak(k — 1)¢°Tq +2(k — 1)(2k = 3)I}, — p°Tj_,
o - ¢*

— 4(4k — 5)T}, + 8(2k — 1)¢° Ty — A=y (22)

Dans le cas de k = 1, elles donnent bien, comme il doit étre :

2
Hf) = ]3(a+ b+1-¢%),  Voyez (20)

2
16:(}’1:E{Q—i-a—l-b—&-(b—a)PQ-i-l-qz};

mais le coefficient de Hj_ et de I} devient zéro : de méme, pour k = 0, les coefficients
de Hj  ; et de T}, s’annulent aussi : donc la valeur des intégrales H) et I} ne saurait
étre tirée des équations (z1) et (x2), qui la laissent indéterminée. Donc les Hj et
les T) restent indéterminées de méme. On aurait pu s’attendre a ce résultat en
vertu de ce que l'on a observé a ’égard des équations (uy) et (u2).

16. Passons a la transformation d’intégrales a dénominateur z2 + ¢2, savoir
(IIT), (IV), (11), (m) et (p). De premier abord nous pouvons exclure les quatre in-
tégrales (m) et (p) de nos recherches, parce qu’elles ne donneraient qu'un résultat
indéterminé, d’aprés ce qu’on a observé au sujet des intégrales précédentes. En-
core l'équation (III) est dans le cas de (VII), et ne pourrait offrir qu'une formule
indéterminée, ou l'un des termes a une valeur infinie. Restent donc les intégrales
(IV) et (11).



ET SUR SON APPLICATION A QUELQUES FORMULES SPECIALES. 35

L’application du Théoréme I de N°. 3 donnera ici pour le terme déja intégré
soit e P%1 - (22 4 ¢)?, soit e PTall . (22 + ¢?)2.

Un raisonnement, tout-a-fait analogue a celui du N°. 15, fera voir que, entre les
limites 0 et co de z, la valeur de ces termes est respectivement —21.¢> et 0. Donc
le théoreme cité donnera ici immédiatement par 1’équation (IV) :

X e PPy dr > e B

4/ ——a :/ e p’”dl-(x2+q2)2:—2l‘q2—/ l~(q2+:c2)2(—pe PTY du,
0o T°+¢q 0 0

d’out

oo
2
/ e PP (¢ + 1) de = ];(l % +2d). (24)
0

Les équations (11) donnent de plus pour l'intégrale, que nous nommerons :

o
/ e T (¢ 4+ 2%)2 de = M'h
0

a l'aide toujours du méme Théoréme et d’aprés les observations précédentes sur le
terme intégré :

o0
4AMyy, = / e Pr?h=l g (¢ 4 2?)?
0
(0.)
= —/ - (q® +2%)? {—pe_i”:”:):%_1 + (2h — 1)x2h_26_px} ,
0
oo
Mgy = /0 ePogh . (g + 222
o0
= —/ - (q® +2%)? {—pe‘pxmzh + 2hx2h_1e_px} )
0

La distinction entre le cas de h pair et impair s’évanouit ici, parce que dans la
méme formule on rencontre une M’ & h pair et une a h impair; de plus ces deux
équations deviennent alors identiques, et 1’on retombe sur la seule :

AM), = pMj,_; — (h —1)Mj_, ou bien pMj = hMj_;| +4Mj (y)

lorsqu’on augmente le  d’une unité. Puisque M, est donnée par I’équation (24), on
trouve par I'application successive de cette formule de réduction (y') enfin I'équa-

tion générale
h ,m—1
At h/1n g/ h/1 P
thzl/M0+41/ zl:lm/le-‘rl?

ou bien par substitution de la valeur de M,

h m

p
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Mais lorsqu’on ne veut pas dépendre d’'une sommation des diverses intégrales My,
on peut suivre le méme chemin, comme pour les formules (22) et (23) ; on obtiendra
alors des formules analogues, ott de nouveau 'on doit distinguer entre les cas de h
pair et impair :

h 2n—1
1.2h+1 2h/1 2 2h/1 (pq
5D +1\/[’2,1—1 /l-q +120/19 dgo EEE

1 n—1
+22h 1/12{12n/1 ZO: 12n— 2m/1( quZ)m}

"L 1%/1202 (PQCQ -

1
+32h 2/12{12n T E 12n 2m/1( —p q) } (26)

h+1 2n—1
1 2h4204/  _ 12h41/1; 2 | 12h+1/1 ( P | oniin (pq)
5D Moy =1 /loq 1 /2d§ o +1 /ZC§ it

h+1 1
+22h/1 Z {12n+1/1 Z 12’rL 2m+1/1( p2q2)m}

1

17. Pour les intégrales au dénominateur ¢* — 2%, nous avons les formules

(12) et (13) a transformer. Des quatre formules dans (12) on ne peut employer
que la Rg, puisque la transformation par le Théoréme I du N°. 3 des trois pre-
miéres donnerait des termes intégrés & dénominateur 22, 22 et z successivement,
lesquelles donc pour la limite inférieure 0 de z deviendraient nécessairement infi-
nies, ce qui rendrait le résultat indéterminé. Cette circonstance n’a pas lieu auprés
de la quatriéme, car on aura :

[ee] o0 o0
8R3—/0 ePrd. 1 (2t — N2 = 7P (2t — ¢t)? ] _/O 1 (z* = ¢*)?(—pe P da),
0

donc, puisque 1'on voit aisément que le terme déja intégré se réduit nécessairement
a —4l - ¢2, on obtient en réduisant :

(0. 9]
/ e PPl (gf — M2 do =
0

=Z(b+a+2d+20-¢%). (28)

4
(b+a—|—2d)+];l-q2

VI N

Ajoutons, que I'on aurait trouvé ce résultat de méme par 'addition des formules

(20) et (24).

Lorsque nous nommons l'intégrale

o0
/ e Prh . (¢t — 22 dx = R},
0
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les quatre équations (13) donnent :
0.9]
8Ryjp, = / g 3T g (g — 2h)?
0
oo
= —/ L (g —ah)? {—pe_pxa:4h_3 + (4h — 3)x4h_4e_px} dx,
0
o
SRy 11 = / o207 g1 (g1 12
0
o0
= —/ l- (q4 — x4)2 {—pefpx:c4h72 + (4h — 2)x4h7367px} dz,
0
oo
8Rypig — / PP g (gt g2
0
0.9]
= —/ [ (C]4 — 334)2 {—pe_pm$4h_1 + (4h — 1)x4h_26_pm} dz,
0
o0
SRuny = [ a1 (g - o)
0
o
= —/ l- (q4 — :L'4)2 {—pe_px:LAh + 4hx4h_16_px} dx.
0
Les termes intégrés sont de suite omis dans ces formules-ci, parcequ’ils ont évidem-
ment une valeur nulle, d’aprés un raisonnement tout-a-fait égal a celui pour les cas

précédents. Pour chaque forme de h, c’est-a-dire pour les Ryp, Rypi1, Ranio, Raniss
ces équations donnent précisément la méme chose, savoir :

o0
8Rp13 = —/ - (g% —a*)? {—pefpxxh + hxhilefpx} dx;
0
donc

8Rj, 3 =pR}, —hR},_; ou pR) =hR) | +8Ryy3; ()

ce qui donne en application, attendu que la valeur de 'intégrale Ry, est donnée par
la formule (28), les expressions suivantes :

pR} = 1R( + 8Ry,
PRy =1-2R) +2 -8Ry + 8pRs,
PRy =1-2-3R)+2-3-8R4+ 3 - 8pRj + 8p°R,
donc en général

m—1

h
h h/1 h/1 <~ P
PRy = 1MIRY) +8- 17/ 21 1 Rt
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ou bien, lorsqu’on remplace R, par sa valeur (28),

h m
thR;L:Q-lh/l{b+a+2d+21-q2+4;ﬁl/lRm+3}. (29)

Si l'on préfére d’éviter la sommation des Ry, il faut observer d’abord que néces-
sairement il y aura différence entre les divers résultats pour les cas ou h est de
la forme 4h, 4h + 1, 4h + 2, 4h + 3, puisque déja les premiers termes des valeurs
de Ry, différent entre eux, en ce qu’ils dépendent de b — a et a + b, de ¢ et d alter-
nativement. Il vaudra donc mieux de faire d’abord cette distinction et de chercher
la formule générale pour chaque cas en particulier. A cet effet 'on doit tenir les
huit termes, qui appartiennent aux diverses valeurs de Ryp, Rypi1, Rypio, Rapas
respectivement, soigneusement séparés, et alors seulement on pourra en déduire les
actes de progression, auxquels ces huit sommations sont assujetties, chacune pour
soi, tant les quatre sommations simples que les quatre autres sommations doubles ;
et cela pour chacune des formes de h en particulier. Vu la complication nécessaire
des résultats, nous ne transcrirons ici que les trois premiéres valeurs :

PPRy =1-41- ¢+ 2(a+b) + 2pg(b — a) — 4pgc + 4d + 8,

PPRO=1-2-41-¢* + (1-2+ p*¢*)2(a + b) + 2pq(b — a)
—2-4pge+ (1-2—p?¢®)4d + 8- 3, (30)

PRy =1-2-3-41-> + (1-2-343p*¢*)2(a+b) + (2- 3+ p*¢*)2pq(b — a)
—(2-3—p?¢®)4pge+ (1-2-3 — 3p?¢®)4d + 8 - 11.

/

18. Ici l'on pourra faire la méme remarque qu’au N°. 11, ¢’est-a-dire que par
la substitution de z pour z% et #* — ce qui est évidemment permis & cause des

mémes raisons, discutées dans le Numéro cité — on connait aussi la valeur des
intégrales suivantes :
(o] o0
/ e VT l-(¢* — z)? dz = 2G), / e VT - (¢* —z)%dz -z = 2GY,
0 0

00 o
/ e WM 1 (7 — )P du = 2Ghy, 4, / eI 1 (% — 2)? dw - /x = 2Ghy, o,
0 0

[T e @ eata=nn, [TenE L@ ataeva -0,
0OO 0OO

/0 VIR (@ 1) de = 2MY, /0 e VT (¢ + 1) de Vo = 2MYy,
TP YT (A 2 de — AR TP YE (A 2 de T — 4R
/0 e (¢" —x)”dxr = 4Rg3, /0 e l-(¢* —x)%dx -/x = 4R,

0 o
/0 e P VI (¢t — )% de = 4RYy 5, /0 e P VIR (¢t — 2)? du - Vx = ARY, 5.
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De ces deux séries, la premiére est la suite des intégrales analogues, trouvées dans
les équations (14), (17) et (15), (19).

Toutes les intégrales, calculées dans les N° 13 jusqu’ici, sont de la méme forme :
les intégrales sont entiéres, & un facteur exponentiel et un facteur logarithmique,
et souvent encore a un troisiéme facteur algébrique ; tandis que les intégrales ana-
logues, & facteur algébrique de forme fractionnaire semblent étre indéterminées.
Mais au lieu de la fonction logarithmique, que I'on a fait entrer sous le signe d’in-
tégration définie, 'on peut aussi quelquefois y introduire une fonction circulaire
inverse par la méme méthode.

19. Parce que l'on a d, - Arctg. r_ %, la supposition de f(z) = Arctg. z
q q €z q
peut offrir au Théoréeme I de N°. 3 une application non moins intéressante, que

celle qu’on a étudiée précédemment ; parmi les formules citées et trouvées jusqu'’ici,
ils se trouvent qui se prétent a une telle transformation, savoir (III), (IV), (11), (m)
et (p) : voyons ce qui en résulte.

Les deux premiéres formules donnent :

0 ,—pT g 00
q/ % :/ e*mal-Alrctg.E
0 T°+t¢q 0 q

v & x
= e P* Arctg. } - / Arctg. = {—pe P¥dz},
q1o 0 q

0 ,—PTy ] 00
q/ % = / ze PTd - Arctg. z
0 T°+q 0 q

i > x
= ze P Arctg. } - / Arctg. = {—pe™P¥ 4+ e7P¥} da.
qlo 0 q
Quant aux termes déja intégrés, pour la limite inférieure 0 de = la valeur en est
1-0et 0-1-0 : donc zéro dans les deux cas. Pour I'autre limite supérieure oo de z,
ils deviennent, puisque Arctg. oo = %77, soit % : 0o so0it co - § : 0o : donc la premiere
valeur est nulle, tandis que la seconde est donnée sous une forme indéterminée. Il
faut donc y appliquer les régles usuelles ; pour cela on peut oter le facteur Arctg. g,

parcequ’il est %w, constant : il reste donc :

1 1

ePr  peTPT o0

Les termes s’évanouissent donc dans les deux cas entre les limites de z, 0 et oo, et
I’on obtient, lorsqu’on substitue le premier résultat dans la seconde équation :

R T 1
e P Arctg. —de=--q-— = —, (31)
0 q p
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> 1
/ e P Arctg. S (qd + C) _
0 p p

. (pgd + ¢). (32)

Les intégrales (4) ensuite nous donnent ici par la méme méthode :

> 2h x
qMyy, :/ e PPz d - Arctg. —
0 q
x> > z h 2h—1
= e PT32h Arctg. ] - / Arctg. — {—pefpxx2 + 2ha*"™ efpm} dz,
q]o 0 q
o0 x
qMop 11 = / e PrL2M L g Arctg. =
0 q
2 I x 2h+1 oh
= ¢ PT2ht 1 Avetg, ] - / Arctg. = {—pe_pmx tr@h+1)z e_px} dx.
q 1o 0 q

Quant au terme intégré, pour la limite inférieure de z, il devient 1-0 -0, donc
zéro, et pour la limite supérieure 0- oo - 5 donc de forme indéterminée. En otant le
facteur Arctg. %, constant dans ce cas et égal a %77, on a par la régle ordinaire

e S 1
epT pePT o - phepx
1h/1
donc pour la limite oo de z ce terme devient —— = 0 : donc les termes s’éva-
ptoo

nouissent pour les deux limites de z. Lorsqu’on nomme l'intégrale
o© x
/ e PTh Arctg. = do = MY,
0 q

on voit clairement, que les deux équations précédentes coincident et reviennent a
la seule formule

gMy, = pM) — hMj_. (aa)
Or, puisque M{j est exprimée par intégrale (31), on a successivement :
pM{ = IM{ + gMy,

p*MY =1-2- M +2- gM; + pgMa,
pSM//:1-2-3-M8—|—2-3-qM1+3qu2+p2qM3,

donc en général :

gt h/1yq! h/1 h pn—t
p"M, =1""My+1 qzl:ln/an,
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ou bien, en vertu de la valeur calculée de Mj

h+1 g h/1 h Pn_l
prMy, =1 C+pqzln/1 (33)

Lorsqu’au contraire on veut exprimer les M7, sans avoir recours aux My, il faut
substituer les valeurs calculées des M} par 'équation (aa) et celles de My, calculées
par (11) successivement. A cause de la différence entre My, et My, 1, on doit ici
aussi distinguer entre les intégrales MJ, et M7, 41 Don seulement, mais encore on
doit tenir séparées les parties des expressions obtenues, que ’on doit a la substi-
tution des Mgy, de celles que I'on acquiert par les Mgy, 1. De telle sorte enfin on
trouvera les formules suivantes :
h—1

ohiingr _ 120/1 4 (P2 o (—p°q)
pT T My, =1 CZO: o /1 + 1% *pqd %: i/l

+ 3% 2/1pq2{12n/1 S 12242y }

n—

1
42h 3/1PQZ{12n/1 Z 12n—2m— 1/1( p2q2)m}, (34)

h n h 2 2\n
shiangr 120411 s (=P*°) 2h+1/1 (=p*¢®)
Mp1 =1 C%: ot 1 pqd%: 12n+1/1

h+1 1 n—1 _
32h l/lpq Z {12n+1/1 Z 12n 2m+1/1(_p2q2)m}

p

— 1 — n—2m m
+42h 2/1pq21:{12n/1 zO: 12 2 /1(_p2q2) } (35)

Les intégrales (m) se transforment de la méme maniére dans les équations :

e Pr(dx T )
gN :/ ————d - Arctg. —
T (@ )R q
e Pv Arctg —pePT —k-2x
— Lty _—pe- L pr_ TR
@k } -y A @ e G g
> e pxmdm
qOy, 1:/ ST n Arctg —
o @2+ PR
e PTy Arctg. £ — pe—PTyp —k-or
= 17 Arctg. — { b +xem}dx
(22 + ¢?)* } / (22 + ¢?)* (22 + ¢2)kH1
e PTy Arctg. % }
@+ o
o x 1—2k px 2kq? }
- e PY Arctg. — dx - + .
/0 & {(x2+q2)k @2+ @2)F " (22 1 g2)F+] )

(bb)
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Voyons d’abord ce que deviennent les fonctions déja intégrées ici. Pour la limite

e . , .10 1-0-0 ,
inférieure z = 0, elles sont respectivement égales & —.- et —,—, toutes deux zéro.
q q
%TF o - lﬂ'

Mais pour la limite supérieure x = oo, elles deviennent et 2~ : donc la

[0 ORNC @) [0 ORN0e o]
premiére est nulle, et la seconde se présente sous une forme indéterminée ; mais

a raison du calcul précédent pour un cas parfaitement analogue, elle s’annulle de
méme : donc les termes intégrés s’évanouissent et pour les intégrales

oo o
/ e P Arctg. EQL“ =N7, / e P Arctg. f% =07,
0 q (2 +q%) 0 q (z° +¢°)

les équations précédentes peuvent s’écrire comme suit :

qNg+1 = pN/k' + QkO%_H,
(cc)

qO+1 = (2k — DNY + pOj — 2k N ;.

Par I’élimination de O” et N” alternativement de la seconde équation a l'aide de
leurs valeurs, tirées de la premiére, on obtient, aprés avoir diminué k& d’une unité
dans le second résultat :

4k(k = DN}y —2(k — 1)(2k — )N} + p*Nj_ ) = pgNg — 2(k — 1)qOp 11,
4k(k — 1)O}_ 4 — 2(k — 1)(2k — 3)O} + p*Of_; (dd)
= 2(k — 1)¢°Nj 41 — (2k — 3)gNy + pOy.
Tant pour la supposition de £ = 0 que pour k = 1, ces formules ne donnent pour

N7 et Of que 8, valeur indéterminée. Ces intégrales sont parsuite dans le méme
cas, dont on a traité ci-dessus, par ex. au N°. 14.

20. Quoique d’un c6té nous soyons parvenus a des résultats remarquables, et
que d’un autre c6té nous étions forcés de nous arréter a quelques résultats indéter-
minés — le but principal de cette note était de faire valoir la fécondité du théoréme
déduit au N°. 3, dans un cas spécial. Et comme ici des intégrales (I), (II), (III), (IV)
nous avons déduit nombre d’autres, il y a beaucoup de formules d’intégration dé-
finie auxquelles on peut appliquer le méme Théoréme, pourvu seulement, que les
termes intégrés aient une valeur déterminée.

Mais on peut encore par le méme chemin trouver des rélations entre diverses
intégrales définies. Voyez ici quelques unes de ces formules déduites de ce que l'on
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a trouvé plus haut :

o0 2dzx 91
e PT. (g4 )2 =e P[] (q+ z)? ]
/0 (a+2)" 7 (1 (g + )7 .
o0 2
—/O l-(qix)Q{—pe_pxl-(qix)2+€_pmxiq},
o 4 (0.@)
/ e PrL (¢ £ a%)? zdr :e_pm[l-(q2:|:x2)2]2}
0

o 2 . 2\2 - 2, 22, —pzx 22z
—/ L-(q® +a%)" q—pe Pl (¢ £ a7)* + e P 5—5 .
0 xc*q

Or les termes intégrés deviennent pour la limite inférieure de z : 1- (1 - ¢?)? et
1-(1-¢*%)?, et pour la limite supérieure 0 - co. La régle ordinaire donne ici :

+2 +2
[l-(qiw)Q]Q_Q'l'(qixyH_41-(qix)2_4 P
epr N pebT T pePt(qEtx) p pePt(x+ q) + ePT
B +8
- peP(q £ x){pr £ pg+ 1}
+2 -2z
[0 (q% £ xz)z]Z 2-1-(¢* £ xz)zm 8 1-(q%+22)2
epr B pep T p ePi(z £ g2 )
+2 -2z
8 g2 + 22 32 3

p peP®(z + @2z~ 1) + eP*(1 F 22~ 2)  p P {pa (22 £ ¢2)2 + 2t — ¢4

Quant a la premiére valeur, elle est évidemment nulle, et la seconde devient aussi
zéro aprés trois différentiations successives, qui feront disparaitre ’élément = du
numérateur, et le rendront égal a 32-1-2- 3, tandis que la dénominateur reste du
méme degré, outre le facteur eP*. Donc on a

< e 972 Ooe_pxl-(q:lzx)Qda: g 202
p/o e Pl (¢ )% da —4/0 =(-q°)", (36)

r+q
o 2 00 e TPT] L (g2 + 22)2 dx
p/ e Pl (% £ 2%)?] dw—8/ WA _ gy (e
0 0 T4 Eq
équations, qui peuvent s’écrire aussi :
o )l -(g+az)2—4
| e grap MERO R S0 ()

00 2 2 2 2\2
- p(x” +¢7)l - (¢" +27)° -8
/0 e PrL (¢ £ a?)? 2 = (I-¢%2. (39)
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Encore on aurait par un procédé analogue
qdx

0 x
/ e_px Arctg. ~ 5 5
0 qq9°+x
2127 * T T q
=e P [Arctg. } ] - / Arctg. — {pe_px Arctg. — + e_pr} dx,
q 0 0 q q q°+x

ou, parceque le terme intégré est nécessairement zéro pour les deux limites de z,

00 212 00 ¢ P¥ Arctg. £ dx
p/ e PT [Arctg. } de = Zq/ 5 5 4 (40)
0 q 0 q“ +x

ou bien

2 2 T
00 p(z* + q°) Arctg. £ — 2¢
/ e P Arctg. = T 1 dr = 0. (41)
0 Te+q

21. Bien que nous ne soyons pas venus a bout de trouver des valeurs détermi-
nées pour les intégrales C), Dj, H}, I), N7/, O}, nous pourrons facilement obtenir
des formules qui leur ressemblent.

Car en premier lieu les équations (u') et (v') peuvent s’écrire comme suit :

oo +(pg+k—1) [-q?
e (g + )2 PE do = 2C, + L 42
/ R P 7 “2)
oo +(pg+k—1) l-q¢?
epxl'q—:v2p$ dr = 2Dy, + ————, 43
LA (2-2) (z —q)* e ()
o0 2 —h+k—1Dz—h
/ e P (g + $)2p$ + (P i T Jo = hq dx = 2Ey, 1, (44)
0 (x4 q) ’
00 2
—k4+h-1 h
/ o l‘h_ll . (q _ ZL‘)pr + (pq ( + )k ).T} + g dxr = 2Fh,k' (45)
0 xr—q

Les deux premiéres formules nous donnent pour k& = 2 un résultat spécial, dont
nous aurons besoin dans la suite, savoir :

o0 1 l-q¢? 1
/ e_pml~(q+x)2%dx:2(jg+—q = 2ap+-(2+1-¢%), (46)
0 (z+q) q q

o0 - 1 l-q? 1
/ el (g2 PRIy —omy - T ohy— S(24 1Y), (47)
0 (z—q) q q

Pour k£ = 1 les deux derniéres équations (44) et (45) au contraire, donnent un
résultat identique avec les formules (16) et (19) respectivement, attendu que dans
cette supposition la forme fractionnaire devient entiére, mais pour k£ = 2 on obtient,
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en Otant de la fraction la fonction entiére qui s’y trouve comprise, et eu égard par
rapport a cette forme entiére aux intégrales (16) et (19), les équations suivantes :

o0 h—1 h 2
/ e PT1] L (g 4 )2 (pq + )ﬂf+§ ¢+p0) ,
0 (z+q)

o) _ 1 _ 2
/ e PTh=1] (g — 1)? (pg —h+ ):v+§hq pq-)
0 (z—q)

x= pA,_; —2E,,,  (48)

dv = —pBj,_; +2F,0.  (49)

Tout de méme les équations (2') se transforment analoguement dans les deux
formules suivantes :

0 2 2 2
_ px® + (k—1)2x — pq 2l - q
ePrL (¢ — 2?)? dx =41, + ———, (50)
/0 (22 — g?)* (—g?)k
00 3 2 2 2
2k — —
[T e - app PRI SIS gy iy PRy 61
0 (22 — ¢?)*

Comme on a trouvé précédemment la valeur des intégrales Ey, 1, Fy, 1., H, I, A;l, B?w
ou du moins que I'on a indiqué le chemin de les calculer, nous pouvons les regarder
ici comme données, quoique nous n’en transcrivons pas les expressions, afin de ne
pas devenir trop longs. Cette remarque regarde en méme temps les valeurs qui
suivent plus bas.

Mais en second lieu, on peut encore obtenir d’autres résultats, de la méme
maniére, qu’au N°. 13, par l'application du méme théoréme aux intégrales
(VII), (VIII), (9), (10), (g), (h), (I), c’est-a-dire en y supposant que f(x) soit
égale al-(g+z)% ou a l-(¢—=z)?. Cela nous ménera pour les formules (VII) et (VIII)
aux équations suivantes :

0 ,—PT ] o ,—px
2/ ‘ x:/ C  dl-(g+a)?
0 0

.CL'Q—qz r—q
= e_pxl'(Q+$)2]Oo_/Ool.(q—i-x)?{_pe_px +e P _1}daj
z—q o Jo x—q (x—q)?)

OOe—pQZ‘d:L, Ooe—pa:
0 T°—¢g 0 TH+g
—pr] . _o\2 7190 0 _ mp—DT -1
= (g =) ] —/ z'(q—x)Q{ e +epf”2}da;7
T+q 0 0 T+q (x+q)
0 =PTp o0 ,—pT
2/ 62x2a::/ e xd-l-(q-ﬁ-x)Q
0 = —q 0 IT—4g

—pT ] 2 700 00 —pT _ 0, —PT -1
_ e Pl (g +x) ] _/ l,(q+x)2{epesv+epmx2}dx7
T—q o Jo T—q (—q)
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o ,—px 00 ,—pT
2/ 6233(11':/ e md-l~(q—x)2
0 0

2

T4 —q T +q

- e_p“"fvl-(q—x)zr_/Ooz.(q—a:ﬁ{e‘px—pe‘pzx+e—m-x‘1 }dm.
T+q o Jo z+q (z +q)?

Lorsqu’on prend la peine de reprendre la discussion du N°. 12, on voit tout de
suite qu’elle s’applique nécessairement au cas actuel : de sorte que nous trouvons
aprés quelque réduction :

o —pq+1 b—a 1-¢?

e Pr]. q+x2wdaz:7——:f b—a—1-¢*}, 52
/0 S P q q q{ } (52
© +pg+1 b—a 1-¢¢ 1

e Py 217357@3:74_7:7 b—a+1-¢°}, 53
/0 =) (z +q)? q q q{ } (58)

o0
/ (e PRIy
0 ( —q)?

o +pgr —q
e Prl. q—ﬂ:ﬂ)x—da}:a—i-b.
/0 (7-2) (z + q)?

Ces deux derniéres ne sont qu'une conséquence nécessaire des formules (14) et (52),
(15) et (53) respectivement. On peut prendre encore la somme de (46) et (53), de
(47) et (52), savoir :

o +pg+1 1
e Pl (¢ —x 2]9377 f{2+2l-q2+b—a—2apq}, 54
/ (@ =t = o (54)
> — 1 1
/ e Pl (¢? x)zw f{ 2—2l-q2—|—b—a—2bpq}. (55)
0 (z —q)? q

Quant aux autres intégrales mentionnées, (9), (10), (g), (h), (I) on obtient de la
méme maniére, en prenant pour f(z) tantot I - (g + z)2, tantot 1 - (g — z)? :

oo ,—pz..h —pxhy . 27
2Gh=/ e Py d-l-(q+x)2=€ z'l- (¢ +x) } _
0 0

T —q T —q
00 — mp—DT .k h h—1_—px -1
_/ l-(q—l—x)2{ pe 7x” + hxt e +e—pmmh()2}d$’
0 r—dq r—dq
2G), = /OO T gy = (g = o) r’_
0o T+gq T +q 0

00 — mp—DT .k h h—1_—px -1
- / - (q— 1) pe Tt e + e_pmznhiz dz,
0 T+4q (z +q)
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00 e~ pT e Pl (g+=x 2
2Hk+1 = /0 (xz — qz)k(;c — q) d-1l- (C] + x)Q = ($2 _ QQSZ(J: _)q) :| N

> 2 —pe P —px —1 k2
_/o et {(:1:2 “Fa—g  © ’ <(:r2 R —q? | (@2 —qz)"”’“(iE—Q))}dx’

[ e PT a2 £ g =) 1%
2H/¢+1 —/0 (x2 _ q2)k(a:+q) d-1 (q ) = (x2 —q2)k(x+q)]

00 2 —pe” P¥ —px —1 ko2
R (e e R (e e i e i) SO

_ o e Px-l-(q+2)*]™
A e R e L P
00 o= DT —px _ L.
9 pe T+ e —pz 1 k- 2x
-, e G ”"((:r?—q?)k(x—qﬁ PR )
o e Py 9 e_pxx-l'(q—a:)Q]oo
2I - d'l~ — = —
= et - e g
00 —px —px _ L.
—pe Plyr+e _ 1 k- 2x
- l-(q—z)? +e pxz( + )}dm,
R (e =Pkt | @ = D1 q)
2/00“fmﬂfhd:C :/OO et Al (q+m)?= 0 2" (¢ +2)? r’
0 (@—¢)F  Jo (22— >k —q) (22 = ¢®)*(x —q) Jo
—pe Prgh 4 pgh—le—pe
_/Ool.(q+$)2 (22 = ¢*)F(z —q)
0 —px _h -1 —k -2z
+e Pl 2 ok T3 2)RH1(
(22 —®)F(x —q) (22 — ¢P)kT :v—Q)
oo —px hd 00 —px.h —px hl 0
2/ 62 x2ki1:/ 2 62: d-l-(¢—x)*= 62 }
0o (z%—¢%) 0 (%2 —=q¢*)%(x+q) (z% — z+4q) Jo
—pe Prgh 4 pph—le—pe
2 _ 2\k
(2 = ¢*)"(z + q) da.

/ : 2
- l-(q—x)
0 +€_px$h < -1 -k -2z )

@ DF@+q) @ - (@)

Pour la limite inférieure 0 de z les termes intégrés dans les deux premiéres et
les quatres derniéres de ces équations ont pour valeur zéro, dans les deux autres
l-q¢? l-q¢?
(C)FH1g2RHT & (q)kg2ht1
rieure co tous les termes se présentent sous forme indéterminée, et il faut avoir
recours aux régles ordinaires dans ce cas. Quant au terme intégré dans la troisiéme

respectivement. Pour la limite supé-

au contraire :
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et la quatrieme équation, il revient alors a

l-(q+x)°
eP? (22 — ¢2)k(z F q)
B +2: (q+ 1)
peP® (22 — )k (x F q) + k2x(a? — q?)F~1eP(z F q) + eP? (22 — ¢2)F
+1

Pt (22 — 2)k—1(z £ q) {pz? + (2k Fp + 1)22 — (pq + 2k)qz + pg® — ¢2}’

donc la valeur en est zéro. Pour les six autres équations on peut mettre le terme
sous la valeur générale :

(¢ £ )
S OUCER)

l-
ePTy—h (g2 —
+2: (¢t x)
pe’ M @? — )@ F q) — he TP - ) F )
qZ)k

+ k- 2a(a® — )PP e @ 1 q) + PP (2 —
9ph+1

P (2? — ) N w £ q)
: {pa:4 + 2k —h+1Fp)a — (pg £ 2k T h)gz® + (h — 1 £ pg)¢’z T hqg}

Si l'on continue & présent la différentiation, le numérateur se réduit enfin a 14+1/1
donc le terme est nul pour la limite co de z. Donc les équations précédentes de-
viennent :

/Oo B it et VL YO (56)
0 (z —q)?
/ P prghly (g P A bt D) he 57)
0 (z +q)? ’
/°° P (g + x)gpw?’ — (pg = 2k — 1)a® — (pg +2k)qz +pg® —¢*
0 (mQ _ qQ)k‘H(ac _ q)z
= 2H. 1 + (—1)FH! Lg” (58)
k+1 g2k

R o923 + (pg + 2k + 1)2? — (pg — 2k)qz — pg® — ¢
e Pl (g — ) RIS dz
0 (22 — ¢?)F (x4 q)?

l-q¢?
1l-4q
= 2Hj 1 + (—1)FF psey (59)
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00 4 3 2 2 2 3
i opz” — pqr° — (pq° — q — 2k)x° + (pq” — 2k)qwr —¢°
/0 e Pl (g+x) (% — @) (2 — ) de = 2T 1,
(60)
00 o _ . . 3
/ eI (g — )22?:6 +pg2’ — (pg® +q = 2k)a” — (pg® — 2k)gz +¢* oMy,
0 (22 — @)1 (z + )2

(61)

OO [e— [R— [e— —_— —_— — pe— [R— f—
/ eI (g + 2)? oprt = (pg+k — 1)z — (pg® — hq k%l)l‘ + (pg* — hg — q — 2k)qz — h¢? i
0 (z2 = ¢?)Ftl(z — )2

o0 ePTyh gy
:2/0 (z2 — q2)k+1’ (62)

/Ooe-pxl_< )pr — (pg — k + 1)a® — (pg® +hq—2k)x — (pg® — hq + q — 2k)qz + hg? "
0 (22 = ¢?)k+L(z + )2

o0 omPTh gy
- 2/0 (22 — 2)F+1 (63)

Dans les intégrales (56) et (57) nous avons expressément omis de faire attention
a la différence entre les Goj, et Gopiq, parceque la réduction ne change pas pour
ces deux cas; la méme observation vaut des intégrales (62), (63), qui pour h de la
forme 2h ou 2h+1 sont respectivement égales a Kj, ;.41 et Ly, 1. Nous pouvons en
déduire des résultats un peu plus simples en prenant la différence de (60) et (58)
et la somme de (59) et (61), c’est-a-dire aprés quelques réductions :

o0 2 2 2
- + 2kz — 21 -
/o e (g + )22 st do = 2y — 2qHg g + (~1)F T (64)

( 2 q2)k+1 q2k ’
00 2
_ pr? + 2k — pg? 20 q
e P (g - x)? do =2l 1 +2qHy 1y + (-1)"—5; - (65)
/0 (x2 q )k+1 + + 2"
dont la somme donne de nouveau
0 2
N pa? + 2kx — pg? k4l q
ePrL (¢ — 2?)? de = 4T, 1 + (—1) : (66)
/o (22 — g2)k+1 + g2k

22. Observons encore que les équations (bb) peuvent s’écrire :

o0 2k

/0 e P¥ Arctg. Z px( ++ qx)_]:+]91q dx = qNp41, (67)
> z pr3 + (2k — 1)z? + pgPx — ¢?

/0 e P Arctg. E (12 — q2)k+1 dr = qOp41. (68)

Enfin lorsqu’on applique la transformation du N°. 19 aux intégrales R;,, on aura,
sans faire attention aux diverses formes de h, ce qui n’est d’aucune influence sur
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la réduction actuelle :

— h z
*pmxh r e Prx Arctg. 7 1%
qRyp, :/ 5d- Arctg - —
2 _ 2 — 0
—pz .h h h— 1, _9
/ Arctg — —pe i + ‘T; + eipxxh% .
—q? (z% —¢7)

Le terme intégré est nul tout comme ci-dessus, pour les deux limites de = et l'on
a par suite :

00 — (h—2)22 — hq?
e P h— 1Arctg"””” ( )x pa’e + hy dz = qR},. (69)
0 q (22 — ¢%)?

Par le procédé suivant on peut acquérir des formules analogues un peu plus simples.
Il est évident que
o e=prgh gy

R Ry, = ;
het1 F 48 /0 rtq 224 ¢?

cette formule, assujettie a la méme transformation que la précédente donnera un
terme déja intégré, qui sera nul par un raisonnement analogue : donc on trouve de
suite

00 h h— 1 —px .h -1
/ Arctg R e Ty e_m:lchi2 dx
0 q rtq (x+q)

> _ z pr? 4 (dpg — h +1) F hy
:/() e Prgh 1Arctg.a ( (@7 ) d:p:thﬂﬂquRh,

ou, en introduisant I'intégrale M, connue par la formule (33),

0 + h—1 th
/ e Prph—1 ppepg & (FPATR— Do+ (e’ £ha) M}_; —daRpi1£4°Ry. (70)
0 q (z £ q)?

23. Remarque. Au N°. 3 on a observé qu’on étudierait quelques intégrales,
ou il y aurait discontinuité pour la fonction déja intégrée entre les limites de la
variable : mais aussi, que la correction introduite par cette discontinuité, serait
nulle dans tous les cas : — il faudra démontrer cet énoncé.

Commengons par les intégrales Cy,, Fy, 5, ; le terme intégré a pour forme générale :

he—px

(z —q)¥

= e_pwxh<x — q)_k = xhe_px_%kl'(‘r—q)2.
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La correction a ajouter serait donc :

A’ = Lim. [(q — g)he—P(q—E)—%kl‘€2 —(q+ E)he—p(q+s)—%kl~s2]

=e P4 Lim.|(q — 5)hep€_%kl'€2 —(¢+ e)he_pg_%kl'g]
qh -

2
_6{<}11>qh—1 N <Z>qh—3€2 +} (epa—%kl-sz _i_e—ps—ék:l-aQ)];

or, on sait que

N pe — %k:leQ N (pe — %k:leQ)2 (pe — %kk?)?’ N
1 1-2 1-2-3 Y

—pe — %klsz (—pe — %kl52)2 (—pe — %kle2)3 L
1 1-2 1-2-3 Y

1772
epa—ik:lf _

e—ps—%klfz =1+

donc

1 1-2

1 1-2

epg_%kl.g . e—ps—%kl-EQ _ 2pe M o= 92¢ {p pkle .. } ,

kle? 1 4p?e? + k2 (12)? .
2 2 1-2 Y

epe—%kl-sz + e—ps—%kzl-s2 —9_

i S
(\)

de sorte que l'on a
kle?
s —+...}

A = e P4 Lim. 26[{qh+ <Z>qh_252—l—...} { P
4p2e? + k2(12)? H

h\ h-1 (P\ h-3_2 1 kle?
{(Jq +<3>q e84 2 77 + 1.9

Or, je dis que cette limite est zéro, car il n’y entre que des termes de la forme
dle, g™, qlam(ls)". La limite des deux premiéres expressions est évidemment zéro :
mais aussi c’est la limite nécessaire de la derniére, qui ce présente sous la forme
indéterminée 0™ - oo™ : car 'on a suivant la régle ordinaire

NI

M) = (le)" _ n(le)"—1 1_—n (le)nt
g—m —me—m—1¢ m e m
. . . N LA | /1
donc en continuant la différentiation n — 1 fois : = e™ d’ou 'on

()" & = ()
conclut que, cette limite étant zéro, on aura aussi

A'=0
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ce qu’il fallait démontrer.
Pour les intégrales G, H, I, K et L, le terme intégré a la forme générale ;

zle—pr

he—pac—%k‘l(a:—&-q)Q—%kl(z—q)2
(@2 — 2)F

=z
on a donc ici de la méme maniére que plus-haut

A — o—P0 Lim, [{qh N <h> I } {epe—;kl~(2q—e)2—;k152 B e—pe—;kl~(2q+e)2—;k552}_

2
—€ { <h> qh*1 4 <h> qh*352 + o } {epeékl-(2q5)2éklsz+€psékl~(2q+s)2éklsQ }} )
1 3 ’
or on a
2 2 2
— 2qe — 1 — 2qe — 1
pe—kl-(2¢q—¢)—kle=r=pec—k c —|—1q5 +k‘( < +1'q2€ ) -,
2 2 2
2ge — 1 2qe — 1
el (2q—e)—Kle—s—pe—pie 2T G E )T
1 1-2
donc
2 2 3 3
r—s ré—s o —s
T_ef=1-1
e e + 1 + 19 —|—1_2.3+
— ) 1+r+s+r2+2rs+s2
—\rTe 1.2 1.2-3 o
—2¢2 4e(2¢e — 1)
=2pe — k k — .14
o T o
—ge—1
er+e‘9:2+r—;8+---:2—2k%+...,
d’ou enfin

h
A" = e P1Lim. 2¢ th + <2>qh_282 +... } {p +ke+ ke(2ge — 1) +... }

+ {(]f)qh—u (Z)qh_352+...}{1—k(2qs—1)+...H>

et l'on voit qu'ici de méme A’ a zéro pour limite. Un raisonnement tout-a-fait
analogue donnerait le méme résultat pour le cas des intégrales S, T, U, V a déno-
minateur (z* — ¢*)¥.

Quant aux formules des N° 12 & 18, on trouve en outre sous le signe d’intégra-
tion définie le facteur 1 - (g+ )2, 1- (g — )2, 1- (¢ —22)2, 1- (¢> + 22)2, 1 - (¢* — 2*)?
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dont le premier et le quatriéme ne deviennent pas discontinues ; les trois autres au
contraire

L(qg—)% 1 (=2 =1-(g+a)+1-(¢—2)°
L(g' =2 =1 (P +2")2+1 (g+2)* +1- (¢—2)°

sont bien dans ce cas, et toutes par la fonction I - (¢ — z)? seulement. Celle-ci fait
entrer sous la limite les deux termes [ - €2 et |- (—¢)? = [ - €2 comme facteurs : le
raisonnement reste donc le méme, ainsi que la discussion sur la valeur des termes,
qui se présentent sous une forme indéterminée : et la limite devient encore zéro.

Les mémes observations valent aussi pour les autres intégrales, déduites aux
N9 20—22, parceque le raisonnement continue toujours de maniére analogue.

Il est donc démontré, que la correction s’annulle ici, qui est nécessairement due
a la discontinuité du terme intégré aupres de quelques-uns des résultats que nous
avons déduits, et par suite qu’elle n’a pas d’influence : pour les intégrales, dont il
n’a pas été fait mention ici, ce cas de discontinuité n’a pas lieu.
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