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Vorwort.

Die vorliegende Schrift beschaftigt sich mit der schon von LAPLACE
und POISSON angewandten und spiter von GREEN') und GAUSS?)
speciell behandelten Function, welcher GREEN den Namen Potential-
function gegeben hat, und sie hat den Zweck, den Leser auf moglichst
einfache Art mit dieser Function vertraut zu machen.

Sie giebt daher eine von den Grundgleichungen der Mechanik aus-
gehende, zusammenhangende Auseinandersetzung von der Bedeutung
dieser Function, von den Bedingungen, unter denen sie anwendbar ist,
und von den wichtigsten iiber ihr Verhalten geltenden Sétzen. Daran
schliesst sich zugleich die Behandlung einer anderen Grosse an, welche
von GREEN gar nicht und von GAUSS nur gelegentlich und unvollstan-
dig besprochen ist, ndmlich des aus der Potentialfunction durch Integra-
tion hervorgehenden Potentials, welches als Ausdruck der von Natur-
kréften gethanen mechanischen Arbeit in der mathematischen Physik
eine grosse Rolle spielt.

Die gegenwértige vierte Auflage entspricht der dritten und unter-
scheidet sich von den beiden ersten vorzugsweise durch eine betrachtli-
che Vermehrung des Inhaltes. In dem urspriinglichen und bei den ersten
Auflagen eingehaltenen Plane des Buches lag es nur, diejenigen Glei-
chungen und Sétze, welche fiir das eigentliche Wesen der Potentialfunc-
tion und des Potentials characteristisch sind, zu entwickeln und unter
Berticksichtigung aller in Betracht kommenden Félle zu beweisen, und
demgeméss wurde von der Aufnahme weiterer, die Potentialfunction be-
treffender Gleichungen und Sétze, wie sie in den Schriften von GREEN,
GAUSs und DIRICHLET vorkommen, abgesehen. Bei der Bearbeitung

YY An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of Elec-
tricity and Magnetism; by GEORGE GREEN. Nottingham 1828. — Wieder abge-
druckt in CRELLE’s Journ. Bd. 44 u. 47.

2) Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhiltnisse des
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskrifte. Resultate
aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1839.



Vorwort. V

der neuen Auflagen hat es mir aber doch zweckmaéssig geschienen, auch
von diesen Gleichungen und Satzen die wichtigsten, welche nicht blos
Anwendungen auf specielle Korperclassen enthalten, sondern von allge-
meiner Bedeutung fiir die Potentialtheorie sind, mit aufzunehmen und
dadurch der Auseinandersetzung eine grossere Vollstdndigkeit zu ge-
ben, und ich zweifele nicht daran, dass dieses von den Lesern als eine
Verbesserung anerkannt werden wird.

Bonn, Méarz 1885.

R. Clausius.
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I. Die Potentialfunction.

§ 1.

Ausgangspunct der Betrachtungen.

Um die Bedeutung der Potentialfunction und den Grund ihrer Ein-
fiihrung in die Mechanik und mathematische Physik klar zu erkennen,
wird es zweckmassig sein, ein Wenig zuriickzugreifen und zuerst ei-
ne allgemeinere Grosse zu betrachten. Bei der Behandlung der Kréfte,
welche ein beweglicher Punct erleiden kann, und der von ihnen ausge-
iibten Wirkungen stellt es sich ndmlich heraus, dass bei einer grossen
und wichtigen Classe von Kriften die simmtlichen zu ihrer Bestimmung
nothwendigen Grossen sich in einfacher Weise aus einer und derselben
Function ableiten lassen. Wenn wir diese Function zunéchst in moglich-
ster Allgemeinheit betrachten und sie dann durch besondere Annahmen
iiber die Kréfte specialisiren, so werden wir auf naturgeméssem Wege
von selbst zu dem Begriffe der Potentialfunction gelangen.

§ 2.
Bedingungen, welche als erfiillt vorauszusetzen sind.

Es sei ein beweglicher Punct p im Raume mit den Coordinaten
x, y und z gegeben, auf welchen beliebige Krifte wirken, die wir uns
in eine Gesammtkraft P zusammengesetzt denken wollen. Diese Kraft
wird, abgesehen davon, dass sie an einer bestimmten Stelle des Raumes
mit der Zeit verdnderlich sein kann, auch fiir eine bestimmte Zeit im
Allgemeinen an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden sein. Um
sie zu einer bestimmten Zeit fiir alle Stellen des Raumes vollstédndig
zu bestimmen, miissen drei Functionen der Raumcoordinaten gegeben
sein, eine fiir die Grosse der Kraft und zwei fiir ihre Richtung. Denken
wir uns die Gesammtkraft P in drei nach den Coordinatenrichtungen
wirkende Componenten X, Y und Z zerlegt, so konnen wir auch sagen:
zur vollstdndigen Bestimmung der Kraft miissen die drei Componenten
als Functionen der Raumcoordinaten bekannt sein.
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Diese drei Functionen konnen, wenn man nur von Kréften im All-
gemeinen spricht, als ganz von einander unabhéngig angesehen wer-
den, indem sich aus jeden drei Componenten eine Kraft zusammenset-
zen lisst. Betrachtet man aber die in der Wirklichkeit vorkommenden
Krifte, so findet man, dass deren Componenten sehr hiufig in einer ei-
genthiimlichen Beziehung zu einander stehen, indem sie namlich durch
die drei partiellen Differentialcoefficienten einer und derselben Functi-
on der drei Raumcoordinaten dargestellt werden. Fiir die Bezeichnung
stellt es sich in solchen Féllen, wie weiter unten ersichtlich werden wird,
als zweckmassig heraus, nicht die Function selbst, sondern ihren nega-
tiven Werth durch einen Buchstaben darzustellen, als welchen wir U
wahlen wollen. Dann ist zu setzen:

(1) X=-") Y=-"ty Z=-—".

Damit dieses moglich sei, miissen bekanntlich die Functionen X, Y
und Z folgende Bedingungsgleichungen erfiillen:

5 ox oy oYy 07z 0Z 90X

2) oy ox' 9z Oy Or 0z

Demnach bilden die Functionen dieser Art unter allen mathematisch
moglichen Functionen nur einen sehr speciellen Fall. Dessenungeachtet
ist dieser Fall bei der Betrachtung der Naturerscheinungen von der gros-
sten Wichtigkeit, weil er, wie wir weiter unten sehen werden, eine Art
von Kriften umfasst, welche schon bisher eine sehr bedeutende Rolle

in der Physik spielten, und wahrscheinlich noch eine viel allgemeinere
Bedeutung haben, als friither angenommen wurde.

§ 3.
Einfache Bestimmung der auf die Kraft beziiglichen Grossen
durch die Function U.

Wenn diese Beziehung zwischen den Componenten der Kraft statt-
findet, so wird dadurch die Betrachtung der Kraft und ihrer Wirkungen



§ 3. I. Die Potentialfunction. 3

ausserordentlich erleichtert. Wahrend man sonst drei einzeln gegebene
Functionen in Rechnung zu bringen hat, hat man es jetzt nur mit einer
Function zu thun, aus welcher alle auf die Kraft beziiglichen Grossen
auf einfache Weise abgeleitet werden konnen.

Wie man leicht sieht, wird unter Voraussetzung der Gleichungen (1)
die ganze auf den Punct p wirkende Kraft P dargestellt durch:

g P () () (52

und die Winkel, welche diese Kraft mit den Coordinatenrichtungen bil-
det, und deren Cosinus a, b und ¢ heissen mogen, werden bestimmt
durch die Gleichungen:

oU ou oU
ox dy 0z

Will man ferner von der Kraft P die in irgend eine vorgeschriebene
Richtung s fallende Componente S haben, so lésst sich diese ebenfalls
sehr einfach ausdriicken. Sei ndmlich ¢ der Winkel, welchen die Rich-
tung s mit der Richtung der Kraft bildet, so ist:

S = Pcos ¢,

wofiir man, wenn «, 3 und vy die Cosinus der Winkel sind, welche die
Richtung s mit den Coordinatenrichtungen bildet, schreiben kann:

S = Plaa+ b6 + cy).

Die drei Cosinus a, b und ¢ sind schon durch die Gleichungen (4) be-
stimmt, und die drei anderen Cosinus lassen sich ebenfalls leicht aus-
driicken. Bilden wir namlich fiir den in der Richtung s beweglich gedach-

Oz dy 0z
ds’ 0s’ Os’

ten Punct p die Differentialcoefficienten — , in denen die Zahler
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die Verdnderungen bezeichnen, welche die Coordinaten des Punctes er-
leiden, wenn er in der Richtung s um ein Wegelement verschoben wird,
so kénnen wir setzen:

oz Oy 0z

% "o 1T

Durch Einsetzung der in (4) und (5) gegebenen Werthe der sechs Cosi-
nus geht die Gleichung fiir S {iber in:

S__(E)U gr OU 9y U az)

(5) =

9z s oy s 92 0s

und in dieser Gleichung ldsst sich die ganze rechte Seite durch den

einfachen Differentialcoefficienten s ersetzen. Man erhalt also:
s
oU

(6) 5= "%

d. h. es gilt fiir die beliebige Richtung s eine ebensolche Gleichung, wie
diejenigen, welche unter (1) fiir die drei Coordinatenrichtungen ange-
nommen wurden.

§ 4.
Geometrische Darstellung mit Hiilfe der Niveauflichen.
Benennung der Function U.

Die Function U kann ferner dazu dienen, die Richtung und Grésse
der Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes geometrisch anschaulich
darzustellen.

Schreiben wir:

(7) U = 4,

worin A irgend eine Constante bedeutet, so ist dieses die Gleichung
einer Flache. Durch Differentiation dieser Gleichung kommt:
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Hierin sind dz, dy und dz die Componenten einer kleinen Verschie-
bung ds, welche der Punct p, wenn er gezwungen ist, in jener Flache zu
bleiben, in derselben erleiden kann. Denken wir uns dx, dy, dz ersetzt

durch %ds, %ds, %ds, und dividiren dann die Gleichung durch
P und ds, so kommt:

oU ou oU

oz Or Oy 9y 9, Oz
(®) P '83—{_ P '83—{— P 0s

Wenn man die Vorzeichen dieser Gleichung umkehrt, so stellen die bei-
den Factoren jedes der drei Glieder, aus welchen hier die linke Seite
besteht, nach den Gleichungen (4) und (5) die Cosinus der Winkel dar,
welche die Kraft P und die Verschiebung ds mit einer der Coordinaten-
richtungen bilden. Demnach bedeutet dann die ganze linke Seite den
Cosinus des Winkels zwischen der Kraft und der Verschiebung, und
da dieser Cosinus der Gleichung zufolge Null ist, so ist der Winkel ein
rechter.

Dasselbe gilt fiir jede Verschiebung, welche der Punct p von seiner
Anfangslage aus innerhalb der Fléche erleiden kann, und es folgt dar-
aus, dass die an dieser Stelle wirkende Kraft auf der Fldche senkrecht
ist; und ebenso verhélt es sich natiirlich auch an allen anderen Stellen
der Fliache. Demnach hat die durch Gleichung (7) dargestellte Flidche
die Eigenschaft, dass sie fiir alle in ihr gelegenen Punkte durch ihre
Normalen die Richtungen der Kraft anzeigt. Sie spielt also in Bezug
auf die betrachtete Kraft dieselbe Rolle, wie die Oberfliche einer ru-
henden Fliissigkeit in Bezug auf die Schwerkraft, und man nennt sie
daher eine Niveaufliche.

Fiigt man zu der Constanten A noch eine unendlich kleine constante
Grosse a hinzu, so stellt die dadurch entstehende neue Gleichung

U=A+«

eine zweite Fldche dar, welche der ersten im Allgemeinen unendlich
nahe liegt, und dieselben Eigenschaften hat, wie jene. Bezeichnen wir
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den senkrechten Abstand dieser beiden Flachen von einander an irgend

Q
einer Stelle mit ¢, so ist der Bruch — offenbar nichts anderes als der
€

ou
Differentialcoefficient —, wenn n die an der betrachteten Stelle auf

n
der ersten Fliache nach der zweiten hin errichtete Normale bedeutet. Der
negative Werth dieses Differentialcoefficienten stellt die in die Richtung
der Normale fallende Componente der Kraft dar, und da dem Vorigen

nach die ganze Kraft auf der Flache senkrecht ist, so stellt der Bruch g,

£
abgesehen vom Vorzeichen, die an dieser Stelle wirkende ganze Kraft
dar, und wir konnen daher, wenn wir den absoluten Werth einer Formel
durch Vorsetzung von v. n. (valor numericus) andeuten, setzen:

a
9) P =v.n. ~

Ob die Kraft nach der Seite der positiven oder negativen Normale geht,
héngt davon ab, ob die Grosse a negativ oder positiv ist, indem die
Regel gilt, dass die Kraft nach der Seite geht, nach welcher U

abnimmt. Was die Grosse der Kraft anbetrifft, so ist zu bemerken,
o)
dass in dem Bruche — nur € von der Lage des betrachteten Punctes in

der Fldche abhangt, %Véihrend « constant ist, und es folgt daher, dass
die Kraft an den verschiedenen Stellen der ersten Flache dem
Abstande der zweiten Fliche umgekehrt proportional ist.

Zugleich sieht man, dass, wenn die Kraft in der Flache iiberall end-
lich ist, die beiden Fldachen sich nicht schneiden kénnen, weil fiir die
Durchschnittslinie € = 0 und somit P unendlich werden miisste.

Denkt man sich nun ein ganzes System solcher Flachen construirt,
von denen jede sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheidet,
dass die Constante um einen, in allen Féllen gleichen, unendlich kleinen
Werth vergrossert ist, so lassen diese Flachen an jeder Stelle des Raumes
durch ihre Richtung und ihren gegenseitigen Abstand die Richtung und
Grosse der Kraft erkennen.

Fiir die Function U, welche dem Vorigen nach alle Elemente zur
Bestimmung der Kraft auf eine so einfache Weise liefert, hat Hamil-



§ 5. I. Die Potentialfunction. 7

ton den Namen »force function« eingefiihrt, welcher im Deutschen als
Kraftfunction oder Kriftefunction gebriauchlich geworden ist.

§ 5.

Hauptfall, in welchem eine Kraftfunction existirt.

Unter den Fillen, in welchen eine Kraftfunction existirt, ist der
wichtigste der, wo die Kraft, welche auf den gegebenen Punct wirkt, sich
zerlegen lasst in Centralkrifte, d. h. in anziehende oder abstos-
sende Krafte, welche von bestimmten Puncten des Raumes
ausgehen, und um diese herum nach allen Seiten gleich stark
wirken, so dass ihre Stirke nur von der Entfernung abhingt.

Sei p’ mit den Coordinaten z’, ¢y’ und 2z’ ein solcher Punct, und
bezeichnen wir den Abstand zwischen p und p’ mit r, indem wir setzen:

(10) r=v(x—2)2+@y—y)>+(z—2)2,

so muss die Stérke der Kraft sich durch eine Function von r darstellen
lassen, und sie sei mit f(r) bezeichnet, wobei vorausgesetzt sein soll,
dass ein positiver Werth dieser Function eine auf Vergrosserung von r
hinwirkende, also abstossende und ein negativer Werth eine anzie-
hende Kraft bedeute. Die Richtung der Kraft ist bestimmt durch die
Lage der beiden Puncte zu einander, und zwar haben die Cosinus der
Winkel, welche die positive Kraftrichtung mit den drei Coordinaten-
richtungen bildet, folgende Werthe:

Hieraus ergeben sich sofort die in die drei Coordinatenrichtungen
fallenden Componenten der Kraft. Beschrianken wir uns zunéchst auf
die in die z-Richtung fallende Componente, so ist diese:

x—a

X = f(r)

r
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Nun ist aber nach (10):
or  x—1a

or  r

und dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:

9
X = f(r)é.

Wir wollen nun eine neue Function von r einfiihren, welche das negative
Integral der vorigen ist, indem wir setzen:

(11) F(r)= - / £(r) dr,

woraus folgt:
LA
r
Dadurch, dass die Grosse » von den Coordinaten x, y, z des Punctes p
abhéngt, ist auch F'(r) mittelbar eine Function dieser drei Gréssen, und
wir konnen schreiben:

OF(r) _ dF(r) or or

ox ar = or —f(r) o

Der letzte Ausdruck unterscheidet sich von dem, welchen wir vorher
fiir die Componente X gefunden haben, nur durch das entgegengesetzte
Vorzeichen. Dasselbe, was fiir diese Componente gilt, gilt natiirlich auch
fiir die beiden anderen, und wir erhalten somit die Gleichungen:

_OF() , _ OF(r) ,_ OF(r)

(12) X = or '’ oy ' 0z

Man sieht hieraus, dass F(r), als Function von z, y, z betrachtet,
die Kraftfunction fiir den vorliegenden Fall ist.

Dieses Resultat ldsst sich sogleich erweitern auf den Fall, wo gleich-
zeitig mehrere Puncte auf den gegebenen Punct p wirken. Sei p) ein
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zweiter Punct, sein Abstand vom Puncte p heisse r; und die von ihm
ausgehende Kraft werde ihrer Stérke nach durch die Function f;(r)
ausgedriickt; so bilden wir zunéchst die Function:

Fi(ry) = —/fl(rl)dh

und konnen dann die nach der z-Axe gehende Componente dieser Kraft
durch —8F1—(Tl)

x

Punct, und man erhélt daher, wenn eine beliebige Anzahl von Puncten
wirkt, fiir die nach der z-Axe gehende Componente der Gesammtkraft
einen Ausdruck von folgender Form:

_aF(r) B OF(rq) B OF5(rg)

darstellen. Dasselbe gilt fiir einen dritten, vierten etc.

X = ox oz or ete.
0
= —% [F(’]‘) —+ Fl(rl) —+ FQ(TQ) + etc.]

oder wenn man die Summe von Functionen unter ein Summenzeichen

zusammenfasst: 5
X=—- > F(r).

Ganz entsprechende Ausdriicke gelten natiirlich fiir die beiden ande-
ren Componenten, wobei die Summe von Functionen fiir alle drei Félle
dieselbe bleibt. Von den in dieser Summe vorkommenden Grossen r, 1,
ro etc. enthélt jede die Coordinaten eines der wirksamen Puncte, und
ausserdem enthalten alle die Coordinaten z, y und z des Punctes p, wel-
cher die Wirkung erleidet. Wir konnen also, ebenso wie jede einzelne
der Functionen, so auch ihre Summe als eine Function von z, y und z
betrachten, und wollen zur Abkiirzung setzen:

(13) U=> F(r).
Dann ist:

oU oU oU
(14) X=—gpi Y=g 2=

und U ist somit die Kraftfunction.
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§ 6.
Beschrankung auf solche Kréafte, welche dem Quadrate der
Entfernung umgekehrt proportional sind, und Beziehung der
Krafte auf Agentien.

Wir wollen nun unsere Annahmen iiber die Kraft noch weiter spe-
cialisiren.

Die Abstossungs- und Anziehungskrafte, von welchen vorher nur
vorausgesetzt wurde, dass sie sich durch irgend welche Functionen der
Entfernungen darstellen lassen, sollen den Quadraten der Entfer-
nungen umgekehrt proportional sein.

Ferner wollen wir nicht blos von Puncten sprechen, welche anzie-
hend oder abstossend auf einander wirken, sondern annehmen, dass
sich in diesen Puncten irgend etwas befinde, was die Wirkung ausiibe
und erleide. Es kann dieses z. B. ponderable Masse sein, welche nach
dem gewoOhnlichen Gravitationsgesetze anziehend wirkt, oder Electri-
citdt, oder Magnetismus. Da wir iiber die Natur der letzteren nichts
Zuverlassiges wissen, und es ausserdem zweckmassig ist, der Darstel-
lung eine solche Allgemeinheit zu geben, dass sie auch andere noch
unbekannte Fille umfassen kann, wollen wir die Benennung so wéh-
len, dass nichts Hypothetisches darin liegt, sondern nur die Fahigkeit
eine Wirkung auszuiiben, darin angedeutet ist. Dazu scheint mir das
auch sonst gebrauchliche Wort Agens sehr geeignet. Von einem Agens
soll nur vorausgesetzt werden, dass es sich der Quantitéit nach bestim-
men lasse, und dass die Kraft, welche eine gewisse Menge eines Agens
ausiibt, unter sonst gleichen Umstédnden der Menge proportional sei.

Soweit es bis jetzt bekannt ist, iiben nur Agentien von gleicher Art
eine solche Abstossung oder Anziehung, wie sie den obigen Gesetzen
entspricht, auf einander aus. So wirkt ponderable Masse auf pondera-
ble Masse, Electricitiat auf Electricitat, Magnetismus auf Magnetismus,
und in solchen Fallen, wo scheinbar ungleichartige Agentien in dersel-
ben Weise auf einander wirken, oder wo iiber den eigentlichen Ursprung
der Krafte Zweifel herrschen, bleibt, nach allem, was bis jetzt bekannt
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ist, fiir die mathematische Behandlung der Sache wenigstens immer
noch die Moglichkeit vorhanden, solche Annahmen iiber die wirksamen
Agentien zu machen, dass man nur zwischen gleichartigen Agentien
Krifte der genannten Art als vorhanden zu betrachten braucht. Dessen-
ungeachtet ist es nicht nothwendig, unsere Formeln von vorn herein auf
gleichartige Agentien zu beschranken, denn diese Beschriankung kann
sehr leicht nachtraglich hinzugefiigt werden.

Es seien also irgend zwei Mengen') von auf einander wirkenden
Agentien gegeben, von denen vorldaufig angenommen werden soll, dass
sie in bestimmten Puncten p und p’ concentrirt seien. Die im Puncte p
befindliche Menge, nach irgend einer Einheit gemessen, heisse ¢, und
die im Puncte p’ befindliche Menge, welche, wenn sie demselben Agens
angehort, natiirlich auch nach derselben Einheit gemessen wird, im an-
deren Falle aber eine besondere Einheit hat, heisse ¢’. Die Kraft, welche
diese beiden Mengen auf einander ausiiben, ldsst sich den gemachten
Annahmen nach darstellen durch die Formel:

(15) fr) = e

worin e eine Grosse ist, die von der Natur der Agentien, und von den
gewdhlten Einheiten abhéngt. Dadurch, dass dieser Coefficient positiv
oder negativ sein kann, wird der Unterschied zwischen Abstossung und
Anziehung ausgedriickt. Fithrt man diese Formel in die zur Bestimmung
der Kraftfunction dienende Gleichung (11) ein, so kommt:

(16) F(r)——/eq'q,dr—eq’q/.

r2 r

1Y Ich vermeide absichtlich das Wort Masse, weil man mit diesem Begriffe die
Vorstellung des Beharrungsvermogens verbindet, und die Grosse des Beharrungs-
vermogens als Maass der Masse nimmt, wihrend mit dem Begriffe eines wirksamen
Agens das Beharrungsvermogen nicht nothwendig verbunden zu sein braucht, und in
den Fallen, wo es vorhanden ist, die Einheit des Beharrungsvermégens eine andere
sein kann, als diejenige, nach welcher man misst, wenn es sich um die Bestimmung
der ausgeiibten Kraft handelt.
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Denken wir uns nun, dass auf die Menge ¢ nicht blos Eine sondern
mehrere Mengen ¢/, ¢}, ¢, etc. wirken, welche unter sich gleichartig oder
ungleichartig sein kénnen, so ist, wenn wir zunéchst der Allgemeinheit
wegen das Letztere voraussetzen, und daher die Coefficienten e als un-
gleich betrachten, die gesammte Kraftfunction:

U:q(eq—#—el@—l—eg@—ketc)

1 T
(17) ZQZeq—

Sind dagegen die wirksamen Mengen unter sich gleichartig, so hat
e fiir alle denselben Werth und kann daher aus dem Summenzeichen
herausgenommen werden, also:

(18) U:qezq?,.

Wenn das wirksame Agens nicht, wie bisher angenommen wurde, in
einzelnen Puncten concentrirt ist, sondern einen Raum stetig ausfiillt,
so denken wir es uns in Elemente dq¢’ zertheilt, und bezichen den Ab-
stand r auf jedes Element, oder, strenger ausgedriickt, auf irgend einen
Punct jedes Elementes, wodurch die Summe in ein Integral {ibergeht,
namlich:

/
(19) U=gqe d_q

r

Dass diese Umwandlung des vorigen Ausdrucks zuléssig ist, ohne dass
er dadurch seine Bedeutung als Kraftfunction verliert, ist unmittel-
bar klar, solange sich der Punct p ausserhalb des von dem wirksamen
Agens ausgefiillten Raumes befindet, so dass fiir kein Element dq’ der
Abstand r gleich Null oder auch nur mit den Dimensionen des Ele-
mentes vergleichbar wird. In diesem Falle kann man sich namlich jedes
Element des Agens, welches ein Raumelement ausfiillt, in irgend einem
Puncte dieses Raumelementes concentrirt denken, ohne dass dadurch
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die Wirkung, welche das Element auf das im Puncte p concentrirt ge-
dachte Agens ausiibt, merklich verdndert wird. Fiir den anderen Fall,
wo p sich innerhalb jenes Raumes befindet, soll die Giiltigkeit des Aus-
druckes (19) als Kraftfunction weiterhin noch besonders bewiesen wer-
den, und wir wollen ihn vorlaufig auch fiir diesen Fall als richtig gelten
lassen.

Der Ausdruck (19) ist allgemeiner als der Ausdruck (18), und um-
fasst den letzteren, indem die Integration sich auch dann ausfiihren
lasst, wenn endliche Mengen in einzelnen Puncten concentrirt sind.

§ 7.
Annahmen, unter denen die Kraftfunction zur
Potentialfunction wird.

Fiigen wir nun endlich zu den bisher gemachten Annahmen noch
folgende zwei hinzu: 1) dass auch das im Puncte p befindliche Agens,
welches die Wirkung erleidet, von derselben Art sei, wie das, welches
die Wirkung ausiibt, und 2) dass die Menge desselben nicht beliebig,
sondern eine Einheit sei, so ist die so vereinfachte Kraftfunction dieje-
nige, welche wir Potentialfunction nennen. Bezeichnen wir diese zum
Unterschiede mit V', und wéahlen wir fiir den im Vorigen mit e bezeich-
neten Coefficienten in diesem Falle den Buchstaben ¢, so ist, jenachdem
das wirksame Agens in einzelnen Puncten concentrirt oder stetig durch
einen Raum verbreitet ist, zu setzen:

(L) Vng%

(Ia.) V=e¢|[—.

Wir kénnen demnach den Begriff der Potentialfunction folgender-
maassen definiren: Die Kraftfunction eines Agens, welches nach
dem umgekehrten Quadrate der Entfernung anziehend oder
abstossend wirkt, bezogen auf eine in einem Puncte concen-



§ 8. I. Die Potentialfunction. 14

trirt gedachte Einheit desselben Agens, heisst Potentialfunc-
tion.
Hieraus folgt, dass die negativen Differentialcoefficienten

A A A4
ox’ oy’ 0z

die drei Componenten derjenigen Kraft darstellen, welche das Agens
auf eine im Puncte z, y, z gedachte Einheit desselben Agens ausiiben
wiirde. Befindet sich in diesem Puncte wirklich die Menge ¢ des Agens,
so sind die Componenten der auf diese ausgeiibten Kraft:

v v oV
19 1% 1o

Man sieht, dass zwischen diesen drei Gréssen und den vorigen der Un-
terschied stattfindet, welchen man bei ponderablen Massen mit den
Worten beschleunigende und bewegende Kraft ausdriickt.

§ 8.
Messung der Agentien und Festsetzung des Coefficienten «.

Um mit Hiilfe der Gleichungen (I.) und (Ia.) die Potentialfunction
fiir die verschiedenen Fille, auf welche sie Anwendung findet, berechnen
zu konnen, braucht nur noch angegeben zu werden, wie bei verschiede-
nen Agentien die Mengen gemessen werden miissen, und wie sich die
Grosse € dabei verhélt.

Bei ponderablen Massen, welche sich nach dem Gravitationsgesetze
anziehen, ist ¢ negativ, und der numerische Werth von € muss so ge-
wahlt werden, dass er die Anziehungskraft darstellt, welche zwei Mas-
seneinheiten in der Einheit der Entfernung auf einander ausiiben.

Bei der Electricitdt unterscheidet man bekanntlich zwei Arten, wel-
che die Eigenschaft haben, dass Mengen derselben Art sich unter einan-
der abstossen, dagegen Mengen verschiedener Art sich anziehen. Ob die
beiden Electricitaten wirklich als zwei verschiedene fiir sich bestehende
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Agentien zu betrachten sind, oder ob die Erscheinungen sich auch aus
dem Vorhandensein eines einzigen Agens erkléren lassen, ist fiir unsere
jetzigen Untersuchungen gleichgiiltig. In ihnen kommt es nur darauf an,
die Electricitat in solcher Weise in die Formeln einzufiihren, dass da-
durch die von ihr ausgeiibten Krifte richtig dargestellt werden. Die so
gebildeten mathematischen Ausdriicke behalten ihre Giiltigkeit, auch
wenn man die Vorstellung iiber das Wesen der Electricitat éndert. Um
alle in der Electrostatik vorkommenden Kréfte, obwohl sie in manchen
Féllen anziehend und in anderen abstossend sind, doch unter eine ge-
meinsame Formel zusammenfassen zu konnen, in welcher £ immer das-
selbe Vorzeichen behélt, hat man den Unterschied des Vorzeichens auf
die Electricitdtsmengen selbst iibertragen, indem man die Mengen der
einen Electricitat als positive und die der anderen als negative Gros-
sen in Rechnung bringt. Dann wird die Kraft, welche irgend zwei in
zwei Puncten concentrirte Electricitdtsmengen ¢ und ¢’ auf einander
ausiiben, durch die Formel: /

q.4q

€
72

dargestellt, worin € eine unverénderliche Grosse ist, und zwar eine po-
sitive Grosse, weil in dem Falle, wo ¢ und ¢’ gleiche Vorzeichen haben,
der ganze Ausdruck positiv werden muss, wie es der Abstossung ent-
spricht.

Bei dieser Art die Mengen der beiden verschiedenen Electricitéiten in
Rechnung zu bringen, kann man die Electricitit im Ganzen ein abstos-
sendes Agens nennen, weil bei der Benennung das Verhalten positiver
Mengen maassgebend ist, und die Aenderungen, welche die Kraft da-
durch erleidet, dass eine oder beide Mengen negativ werden, sich von
selbst verstehen. Will man fiir irgend welche, theils positive, theils ne-
gative Electricitdtsmengen die Potentialfunction bestimmen, so kann
man das in der Gleichung (Ia.) vorkommende Integral iiber alle gege-
benen Electricitdtsmengen ausdehnen, indem man die Elemente dq’ je
nach der Art der betreffenden Electricitdtsmengen positiv oder negativ
nimmt. Die so erhaltene Potentialfunction bezieht sich dann auf eine
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im Puncte p gedachte Einheit positiver Electricitét.

Bei der Bestimmung magnetischer Krafte kann man ebenfalls, oh-
ne iiber die wirkliche Natur des Magnetismus irgend eine Annahme zu
machen, Nordmagnetismus und Siidmagnetismus als zwei Agentien be-
trachten, die sich in Bezug auf ihre gegenseitigen Einwirkungen wie
die beiden Electricitaten verhalten. Wir bringen die Mengen des einen,
z. B. des Nordmagnetismus, als positive und die des anderen als negati-
ve Grossen in Rechnung; dann behélt € einen unverédnderlichen Werth,
und die Potentialfunction, welche wir bekommen, bezieht sich auf eine
im Puncte p gedachte Einheit von Nordmagnetismus.

Die Grosse ¢ ist in diesen Fillen die Abstossungskraft, welche
zwei positive Einheiten des betreffenden Agens in der Einheit
der Entfernung auf einander ausiiben, was auch fiir die ponderable
Masse gilt, wenn Anziehungskraft als negative Abstossungskraft gerech-
net wird. Wenn bei einem Agens die Einheit, welche als Maass dient,
nicht im Voraus gegeben ist, sondern willkiirlich gewéhlt werden kann,
so léasst sich dadurch noch eine Vereinfachung erreichen. Wahlt man
namlich als Einheit des Agens diejenige Menge, welche auf eine
gleich grosse Menge desselben Agens in der Einheit der Ent-
fernung die Einheit der Kraft ausiibt, so ist der absolute Werth
von ¢ gleich Eins, und was das Vorzeichen antrifft, so ist bei pondera-
bler Masse zu setzen ¢ = —1, dagegen bei Electricitat und Magnetismus
¢ = +1. Wir wollen indessen vorlédufig iiber die Einheiten der Agentien
keine bestimmten Annahmen machen, und daher das allgemeine Zei-
chen € beibehalten.

§ 9.
Ueber den Namen Potentialfunction und das bei der
Bestimmung dieser Function angewandte Vorzeichen.

Bevor wir zur weiteren Behandlung unserer Function schreiten, miis-
sen noch erst ein paar Bemerkungen iiber den Namen und das Vorzei-
chen derselben eingeschaltet werden.
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Der Name Potentialfunction ist von GREEN eingefiihrt. GAUSS,
welcher spéter dieselbe Function ebenfalls einer speciellen Betrachtung
unterwarf, nannte sie kiirzer Potential. Ich habe aber die dltere Be-
nennung, Potentialfunction, beibehalten, weil das Wort Potential noch
fiir einen anderen Begriff gebraucht wird, der dem vorigen zwar ver-
wandt aber nicht gleich ist. Ich glaube, dass diese Unterscheidung sich
im zweiten Abschnitte dieser Schrift, welcher vom Potential handelt,
hinldnglich rechtfertigen wird, und in der That ist sie auch schon von
mehreren hervorragenden Autoren, wie BETTI, ') RIEMANN,?) KOT-
TERITZSCH ?) und VON BEZOLD *) als sachgemiss anerkannt.

Was ferner das Vorzeichen der Potentialfunction anbetrifft, so macht
GAuUsSS bei der Bildung der letzteren zwischen anziehenden und ab-
stossenden Agentien keinen Unterschied, indem er in seinen Ausdruck
der Potentialfunction den Factor e, welcher positiv oder negativ sein
kann, und dadurch jene beiden Félle unterscheidet, nicht aufgenommen
hat. Dadurch wird es aber nothwendig, jene Unterscheidung an einer
anderen Stelle, ndmlich bei der Ableitung der Kraftcomponenten aus
der Potentialfunction zu machen, indem man nicht in allen Féllen die
negativen Differentialcoefficienten der Potentialfunction als Ausdriicke
der Kraftcomponenten betrachten darf, sondern diese Differentialcoetf-
ficienten bald mit dem negativen, bald mit dem positiven Vorzeichen
versehen muss, jenachdem das wirksame Agens ein abstossendes oder
anziehendes ist. Dieses scheint mir aber nicht zweckmaéssig zu sein. Da
die eigentliche Bedeutung der Potentialfunction darin liegt, Alles, was
zur Bestimmung der Kraft nothig ist, auf eine einfache Weise darzu-
stellen, und sie nur ein specieller Fall der allgemeineren Kraftfunction
ist, so halte ich es fiir angemessener, den Unterschied, ob das wirksa-

1) Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton, Pisa 1865.

2) Schwere, Electricitit und Magnetismus, nach den Vorlesungen von BERNH.
RIEMANN, bearbeitet von HATTENDORFF. Hannover 1876.

3) Lehrbuch der Electrostatik von TH. KOTTERITZSCH. Leipzig 1872.

4) Physikalische Bedeutung der Potentialfunction, von W. vON BEZOLD. Miin-
chen 1861, und mehrere Aufsitze in Pogg. Ann.
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me Agens ein abstossendes oder anziehendes ist, schon bei der Bildung
der Potentialfunction selbst zu beriicksichtigen, so dass die Ableitung
der Kraftcomponenten aus der Potentialfunction immer in einer und
derselben Weise geschehen kann.

Wird dieses als zweckmassig zugestanden, so bleibt nur noch die
Frage zu entscheiden, ob man es so einrichten soll, dass man, um die
Componenten der Kraft, welche die im Puncte p gedachte positive Ein-
heit des Agens erleidet, auszudriicken, nur die einfachen Differential-
coefficienten oder ihre negativen Werthe anzuwenden hat. Das erstere
ist natiirlich einfacher, und ich habe daher in den beiden ersten Aufla-
gen dieses Buches das Vorzeichen der Potentialfunction in diesem Sinne
gewdhlt, habe jedoch schon damals darauf aufmerksam gemacht, dass
auch fiir die andere Wahl des Vorzeichens gewichtige Griinde sprechen.
Seitdem bin ich nun zu der Ueberzeugung gelangt, dass die letzteren
Griinde iiberwiegen, besonders wenn man das Princip von der Erhal-
tung der Energie in der fiir die Anwendung bequemsten Form darstellen
will, und ich habe daher in der dritten und ebenso in der vorliegenden
Auflage schon bei der Kraftfunction und demgeméss auch bei der einen
speciellen Fall derselben bildenden Potentialfunction das Vorzeichen
so gewahlt, dass die Kraftcomponenten durch die mit dem negati-
ven Vorzeichen versehenen Differentialcoefficienten dieser Functio-
nen dargestellt werden.

§ 10.
Das Potentialniveau.

Was weiter oben in § 4 bei Betrachtung der Kraftfunction U iiber
die Niveauflichen gesagt ist, gilt natiirlich in gleicher Weise auch fiir
die Potentialfunction V.

Die Gleichung

(20) V=4,

worin A eine Constante bedeutet, ist die Gleichung einer Niveauflache,
und eine in irgend einem Puncte dieser Fléiche gedachte positive Einheit
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des Agens erleidet eine Kraft, welche auf der Flache senkrecht ist, und
zwar ist die Kraft von der Fliache aus nach der Seite hin gerichtet, nach
welcher die Potentialfunction abnimmt.

Denkt man sich eine unendliche Menge solcher Flachen construirt,
deren Gleichungen sich nur dadurch von einander unterscheiden, dass
die an der rechten Seite stehende Constante bei jeder folgenden um
einen gewissen unendlich kleinen Werth grosser ist, als bei der vor-
hergehenden, dann lisst dieses System von Fliachen an jeder Stelle des
Raumes die Kraft, welche eine dort gedachte positive Einheit des Agens
erleiden wiirde, nach Richtung und Grosse erkennen. Die Grosse der
Kraft ist dem Abstande je zweier auf einander folgender Flachen um-
gekehrt proportional.

Man kann den Werth, welchen die Potentialfunction an irgend einer
Stelle des Raumes hat, und durch welchen diejenige Niveauflache, in der
diese Stelle sich befindet, bestimmt wird, kurz das Potentialniveau
dieser Stelle nennen.

An verschiedenen Stellen des Raumes sind die Potentialniveaux im
Allgemeinen verschieden, und die Verschiedenheit kann sich nicht nur
auf den absoluten Werth, sondern auch auf das Vorzeichen beziehen.
Bei Agentien, welche nur anziehend wirken (wie die ponderable Masse),
kommen nur negative Potentialniveaux vor. Bei solchen Agentien dage-
gen, welche theils anziehend, theils abstossend wirken (wie die Electrici-
tat), konnen in verschiedenen Theilen des Raumes negative und positive
Potentialniveaux vorkommen, und diese Theile des Raumes werden von
einander getrennt durch eine Flache mit dem Potentialniveau Null.

Wenn der Punct p, in welchem wir uns die Einheit des Agens con-
centrirt denken, sich von der Stelle, wo er sich urspriinglich befand, nach
verschiedenen Richtungen bewegt, so hingt die Kraft, welche bei dieser
Bewegung fordernd oder hemmend wirkt, davon ab, wie schnell in der
betreffenden Richtung das Potentialniveau sich dndert. Nach Richtun-
gen, in welchen das Potentialniveau constant bleibt, wirkt keine Kraft,
und nach anderen Richtungen wirken um so stérkere Kréfte, je schnel-
ler in ihnen die Aenderung des Potentialniveaus stattfindet, und zwar
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ist die auf irgend eine Richtung bezogene Kraft positiv oder negativ,
jenachdem das Potentialniveau in dieser Richtung abnimmt oder zu-
nimmt.

§ 11.
Bestimmung der Potentialfunction fiir den Fall, wenn der
Punct p sich innerhalb des von dem wirksamen Agens stetig
erfiillten Raumes befindet.

In § 6 wurde gesagt, dass es nicht unmittelbar klar sei, ob die durch
Gleichung (19) bestimmte Function U auch fiir den Fall, wenn der
Punct p sich innerhalb des von dem wirksamen Agens stetig
erfiillten Raumes befindet, die Eigenschaft habe, durch ihre nega-
tiven Differentialcoeflicienten die Kraftcomponenten darzustellen, und
dasselbe gilt natiirlich auch von der in § 7 betrachteten, durch die Glei-
chung (Ia.) bestimmten Function V. Wir wollen daher diesen Fall jetzt
niaher untersuchen, wobei wir uns aber, da die beiden Functionen sich
in dieser Beziehung ganz gleich verhalten miissen, auf Eine von ihnen
beschréanken kénnen, wozu wir die Potentialfunction V' wahlen wollen.

In der unter (Ia.) gegebenen Formel der Potentialfunction:

1
8/—dq'
r

1
ist die zu integrirende Function — fiir diejenigen Elemente dq’, welche
r

den betrachteten Punct unmittelbar umgeben, unendlich gross, weil der
Abstand r fiir dieselben unendlich klein ist, und derselbe Umstand fin-
det, wie wir gleich nachher sehen werden, in noch héherem Grade bei
den Formeln statt, welche man erhélt, wenn man die Kraftcomponen-
ten entweder direct oder durch Differentiation der Potentialfunction
bestimmen will. Nun ist freilich daraus, dass die zu integrirende Func-
tion fiir gewisse Elemente unendlich gross wird, noch nicht zu schliessen,
dass auch das Integral selbst unendlich gross oder unbestimmt werden
miisse, denn es kann sein, dass die Summe derjenigen Elemente, fiir
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welche die zu integrirende Function einen unendlich grossen Werth von
einer gewissen Ordnung annimmt, selbst eine unendlich kleine Grésse
von noch héherer Ordnung ist, so dass der Einfluss dieser Elemente ver-
schwindet, und das ganze Integral einen bestimmten endlichen Werth
behélt. Indessen darf man ein solches Verhalten doch nicht ohne Wei-
teres voraussetzen, sondern muss bei jedem derartigen Integrale, bevor
man es zu weiteren Rechnungen anwendet, durch besondere Betrach-
tungen dariiber entscheiden, ob die Integration in der Weise ausfiihrbar
ist, dass sie einen bestimmten endlichen Werth liefert. Dazu dient be-
sonders das Verfahren, durch Einfiihrung anderer Veradnderlicher das
Integral so umzuformen, dass die nun zu integrirende Function fiir alle
Elemente dieser neuen Veranderlichen endlich bleibt, wodurch dann die
bestimmte Ausfithrbarkeit der Integration ausser Zweifel gesetzt ist.

Dieses Verfahren wollen wir zunéchst auf die Potentialfunction, und
dann auf die Kraftcomponenten und die Differentialcoefficienten der
Potentialfunction anwenden.

Wir wollen dabei der Kiirze wegen den von dem Agens stetig erfiill-
ten Raum einen Korper nennen, wobei wir aber unter dem Inhalte des
Korpers nur dasjenige Agens verstehen, fiir welches wir die Potential-
function bestimmen wollen, und alles, was sonst noch in dem Korper
sein mag, unberiicksichtigt lassen. Sei &’ die Dichtigkeit des Korpers
bei dem Puncte 2/, 3/, 2/, mit der Bedeutung, dass, wenn d7 ein Raum-
element vorstellt und dq’ die Menge des darin enthaltenen wirksamen
Agens ist, man hat:

(21) dq =K dr,

wobei wir annehmen wollen, dass die Grosse k', welche eine Function
von /., v/, 2’ ist, nirgends unendlich gross werde. Dadurch geht der
unter (Ia.) gegebene Ausdruck der Potentialfunction iiber in:

(22) vza/ﬁdr
T

Um fiir das Raumelement einen fiir unsern Zweck passenden Aus-
druck zu gewinnen, wollen wir folgende rdumliche Bestimmungsweise
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einfithren. Wir theilen zunéchst den Raum in unendliche schmale Py-
ramiden ein, welche ihre Spitzen sémmtlich in dem Puncte p haben.
Denken wir uns um p als Mittelpunkt eine Kugelflache mit der Langen-
einheit als Radius beschrieben, so schneidet jede Elementarpyramide
aus derselben ein Flachenelement aus, welches do heissen moge. Die
Grosse dieses Flachenelementes bestimmt die Grosse des korperlichen
Winkels, welchen die Elementarpyramide an ihrer Spitze bildet, und
wir wollen daher dieses mit do bezeichnete Element kurz das Ele-
ment des korperlichen Winkels nennen. Die dabei geltende Einheit
ergiebt sich daraus, dass der ganze Winkelraum um den Punct gleich
47 zu setzen ist, indem der Flacheninhalt einer mit der Langeneinheit
als Radius geschlagenen Kugelfliche bekanntlich durch 47 dargestellt
wird.

Betrachten wir nun in einer Elementarpyramide ein unendlich kur-
zes Stiick, welches zwischen zwei um p geschlagenen Kugelflichen mit
den Radien r und r + dr liegt, so konnen wir dieses Stiick als das
Raumelement dr annehmen. Da dasselbe als kleines Prisma mit der
Grundfliche r? do und der Hohe dr anzusehen ist, so kommt:

(23) dr = r*dr do.
Demnach ist:
(24) dq = k'r? dr do,

und dadurch geht der obige Ausdruck von V {iber in:

(25) V=c / / K'rdr do.

Hierin ist die zu integrirende Function &'r fiir die ersten Elemente dr
nicht nur nicht unendlich gross, sondern im Gegentheil unendlich klein,
und die oben erwihnte Schwierigkeit féllt somit fort, indem man ohne
Weiteres sieht, dass das Integral einen bestimmten endlichen Werth
haben muss.
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§ 12.
Bestimmung der Potentialfunction einer Kugelschicht, in
welcher die Dichtigkeit eine Function des Radius ist.

Ich glaube, dass es zweckmissig sein wird, fiir einen speciellen Fall
die Bestimmung der Potentialfunction wirklich auszufiithren, weil die
im Folgenden zu behandelnden Satze durch Anwendung auf einen con-
creten Fall besonders anschaulich werden. Dazu ist besonders der Fall
geeignet, wo der wirksame Korper eine Kugelschicht ist, in welcher
die Dichtigkeit innerhalb jeder concentrischen Kugelfldche constant ist,
aber von einer solchen Kugelfliche zur anderen variiren kann. Fiir ei-
ne Kugelschicht dieser Art hat ndmlich die Potentialfunction eine sehr
einfache Gestalt, und ausserdem ist auch die Kenntniss dieses Falles fiir
manche andere Betrachtungen niitzlich.

Es sei also ein Raum gegeben, welcher zwischen zwei concentrischen
Kugelflichen mit den Radien a und A liegt, und von dem wirksamen
Agens in der Weise erfiillt ist, dass die Dichtigkeit &’ nur eine Function
des Radius ist.

Wir gehen zur Bestimmung der Potentialfunction von der Glei-
chung (22) aus, ndmlich:

/
V=c¢ EdT.
r

Um das hierin vorkommende Integral zu berechnen, wollen wir Polar-
coordinaten um den Mittelpunkt der Kugelschicht einfithren. Die vom
Mittelpuncte aus durch den Punct p gezogene Gerade moge die Axe
des Systems sein. Denken wir uns nun vom Mittelpuncte aus nach dem
Puncte der Schicht, wo sich das Raumelement d7 befindet, einen Leit-
strahl gezogen, so soll die Lange dieses Leitstrahles mit p, der Winkel,
welchen der Leitstrahl mit der Axe bildet, mit #, und endlich der Win-
kel, welchen die durch die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit
irgend einer durch die Axe gehenden festen Ebene bildet, mit ¢ be-
zeichnet werden. Fiihren wir dann noch fiir den Abstand des in der
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Axe liegenden Punctes p vom Mittelpuncte den Buchstaben [ ein, so
erhalten wir fiir die Grosse r, die Entfernung des Raumelementes dr
vom Puncte p, den Ausdruck:

r=/p?+ 12 —2plcos¥,
und konnen zugleich fiir das Raumelement d7 die bekannte Formel:
dr = p*sinfdpdf do

anwenden. Dadurch geht die obige Gleichung iiber in:

k' p? sin 0
(26) V=¢ / / / pem dpdb do,
VP2 + 12— 2plcost

worin die Integration nach ¢ von 0 bis 27, nach 6 von 0 bis 7 und nach p
von a bis A auszufiihren ist.

Die Integrationen nach ¢ und 6 lassen sich sofort ausfiithren und
geben:

A

(27) V= QZE K p(\/p? + 12+ 2pl — /p? + 12 — 2pl) dp.

Die hierin unter den beiden Wurzelzeichen befindlichen Ausdriicke sind
vollstandige Quadrate, und die Quadratwurzeln lassen sich daher aus-
ziehen; indessen ist dabei noch eine besondere Bemerkung zu machen.
Jede der beiden Quadratwurzeln kann, an sich genommen, sowohl posi-
tiv als negativ sein; im vorliegenden Falle aber, wo die Quadratwurzeln
specielle Werthe der Entfernung r sind, welche eine absolute Grosse
ist, diirfen wir von den beiden Werthen jeder Wurzel nur den positiven
anwenden. Wir haben also zu setzen:

VR + P42l =p+1

pP2+12—=2pl=p—1, wenn p > [
=1—p, wenn p < [.
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Hierdurch nimmt die unter dem Integralzeichen stehende Differenz der
beiden Wurzeln folgende zwei verschiedene Formen an. Wenn p > [, so
ist:

(28) VR +B2+20l =P+ 12 =2l =p+1—(p—1) =2l
Wenn p < [, so ist:

(28a.) V42420l —/p2+12=2pl=p+1—(1—p) =2p.

Wegen dieser Verschiedenheit des zu integrirenden Ausdruckes miis-
sen wir nun in Bezug auf die Lage des Punctes p drei Félle unterschei-
den.

1) Der Punct p liege innerhalb des Hohlraumes der Kugel-
schicht.

In diesem Falle ist [ < a, und somit miissen alle bei der Integration
vorkommenden Werthe von p grosser als [ sein, woraus folgt, dass von
den beiden Gleichungen (28) und (28a.) die erstere anzuwenden ist.
Dadurch nimmt der Ausdruck der Potentialfunction, welche wir fiir
diesen Fall mit V; bezeichnen wollen, folgende Form an:

2 A
vz:%8 Kp . 2ldp

a

oder:

A
(29) V= 47?5/ K pdp.

Dieser Ausdruck ist von [ unabhéngig, und es folgt daraus, dass in-
nerhalb des Hohlraumes die Potentialfunction constant ist. Die Kraft,
welche das in der Kugelschicht befindliche Agens auf eine irgend wo im
Hohlraume gedachte Menge des Agens ausiiben wiirde, muss also Null
sein.

Nimmt man speciell an, die Dichtigkeit &’ sei constant und somit
die Kugelschicht homogen, so kann man auch die Integration nach p
ausfithren und erhalt:

(30) V; = 2mek/ (A% — a?).
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2) Der Punct p liege ausserhalb der Kugelschicht.

In diesem Falle ist [ > A, und somit kénnen nur solche Werthe von p
bei der Integration vorkommen, die kleiner als [ sind, und man hat
daher die Gleichung (28a.) anzuwenden. Die Potentialfunction, welche
fiir diesen Fall mit V. bezeichnet werden moge, nimmt also folgende

Form an:

2 A 4 A
Ve:%g k"p.2pdp:%€/ K p*dp.

Schreiben wir diesen Ausdruck in der Gestalt

o A
V., = 7/ k' . 4mp®dp,
so stellt das Product 47p? dp das Volumen einer unendlich diinnen Ku-
gelschicht zwischen zwei Kugelflichen mit den Radien p und p+dp dar,
und das Product k' . 47p? dp bedeutet die in dieser unendlich diinnen
Kugelschicht enthaltene Menge des Agens. Demnach ist die Grosse, wel-
che man durch die Integration erhélt, nichts weiter, als die in der ganzen
gegebenen Kugelschicht enthaltene Menge des Agens. Bezeichnen wir
diese Menge mit @), so lautet die Gleichung:

(31) V. = g%.

Da [ der Abstand des Punctes p vom Mittelpuncte der Kugelschicht
ist, so sieht man, dass fiir jeden im dusseren Raume gelegenen Punct die
Potentialfunction denselben Werth hat, und demnach auch die Kraft,
welche die Kugelschicht auf eine in dem Puncte gedachte Menge des
Agens ausiibt, in derselben Weise stattfindet, wie wenn die ganze in der
Kugelschicht enthaltene Menge des Agens im Mittelpuncte concentrirt
ware.

Fiir den speciellen Fall, wo die Dichtigkeit &’ constant ist, kann man
die vorige Gleichung auch so schreiben:

(32) V,=—¢k
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3) Der Punct p liege in der Kugelschicht selbst.

In diesem Falle liegt der Werth von [ zwischen a und A, und dem-
nach sind die bei der Integration vorkommenden Werthe von p zum
Theil kleiner, zum Theil grosser als [. Wir miissen daher das in der
Gleichung (27) vorkommende Integral in zwei Integrale zerlegen. Das
erste ist von a bis [ zu nehmen, und in ihm ist die Gleichung (28a.)
anzuwenden; das zweite ist von [ bis A zu nehmen, und in ihm ist die
Gleichung (28) anzuwenden. Es kommt also, wenn wir die Potential-
function fir diesen Fall mit V,,, bezeichnen:

2 ! A
vm:%f(/ k’p.2pdp—i—/l k’p.2ld,0)
oder:

1 [ A
(33) Vi = 4me (7/ K p*dp + / K p dp> .
a l

Fiir den Fall, wo k&’ constant ist, also durchweg den beim Puncte p
geltenden Werth £ hat, lassen sich die Integrationen ausfithren und man
erhalt:

s, 1, 2a
(34) Vin = 2mek (A 3 [ 37 > .

In den vorstehenden Gleichungen koénnen die Radien a und A der
inneren und dusseren Grenzfliche der Kugelschicht beliebige Werthe
haben, und es mogen in dieser Beziehung noch zwei specielle Félle be-
sonders hervorgehoben werden.

Wenn man es, statt mit einer Kugelschicht, mit einer Vollkugel zu
thun hat, so braucht man nur den Radius a der inneren Grenzfliche
gleich Null zu setzen, dann findet die mit V; bezeichnete, auf den in-
neren Hohlraum beziigliche Potentialfunction keine Anwendung, und
die Ausdriicke fir V,, und V, vereinfachen sich in so leicht ersichtlicher
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Weise, dass es nicht néthig sein wird, sie in der vereinfachten Form noch
einmal anzufiihren.

Der zweite specielle Fall, welcher besonders fiir die Electricitatslehre
von Interesse ist, ist der, wenn man die Schicht als unendlich diinn
annimmt, und dabei zugleich die Dichtigkeit &’ als unendlich gross, so
dass die in der Schicht enthaltene Menge des Agens eine endliche Grésse
bleibt. Wir wollen fiir diesen Fall die auf eine homogene Kugelschicht
beziiglichen Formeln (30) und (32) in folgender Weise schreiben:

V; = 2mek!(A — a)(A+a)
dme A? + Aa + a?

Vo= 5 HA-g—

Nehmen wir nun an, dass die Dicke A — a unendlich abnehme, und zu-
gleich die Dichtigkeit &’ in demselben Verhéltnisse unendlich zunehme,
so dass das Product £'(A — a) eine bestimmte endliche Grosse bleibe,
welche h heissen moge, so ndhern sich beide Ausdriicke bestimmten
Grenzwerthen, welche dieselben sind, die man erhélt, wenn man von
vorn herein nur eine einzelne mit dem Agens bedeckte Kugelfliche be-
trachtet, und unter A die Flachendichtigkeit versteht, in dem Sinne,
dass auf dem Fléchenelemente dw die Menge h dw des Agens befindlich
ist. Zur Bildung dieser Grenzwerthe hat man in den Summen A + a
und A% + Aa + a? zu setzen A = a, und die Formeln lauten daher:

Vi, = 4dmeha

35 2
(35) V. = 47r8ha7.

Will man in allen in diesem § betrachteten Féallen die Potentialfunc-
tion als Function rechtwinkliger Coordinaten haben, so braucht man
in den gewonnenen Formeln nur fiir die Grosse | den Ausdruck zu set-
zen, welcher sie in rechtwinkligen Coordinaten darstellt. Sind nédmlich
Zo, Yo, 20 die Coordinaten des Mittelpunctes der Kugelschicht, so hat
man zu setzen:

L= /(= 20)? + (y — 90)? + (2 — 20)*.
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§ 13.
Bestimmung der Kraftcomponenten fiir einen im Innern des
wirksamen Korpers liegenden Punct.

Wir wollen nun in derselben Weise, wie wir in § 11 die Potential-
function behandelt haben, die Componenten der Kraft, welche der
Korper auf den Punct p ausiibt, behandeln, und zwar wollen wir, da
die nach verschiedenen Richtungen gehenden Componenten in gleicher
Weise zu behandeln sind, die nach der x-Richtung gehende Componente
als Beispiel wahlen.

Die von einem Elemente dq’, dessen Coordinaten z’, ¢/, 2z’ sind, und
dessen Abstand von p durch r dargestellt wird, auf p ausgeiibte Kraft

/
ist € —g, und die in die z-Richtung fallende Componente dieser Kraft ist
T

dqd = —2o . .
—. , und man erhélt daher fiir die z-Componente der ganzen

72 r
Kraft den Ausdruck:

_ /
(36) X:s/x T dq.

r3

Hierin wird fiir unendliche kleine Werthe von r die zu integrirende Func-
tion sogar ein unendlich Grosses von der zweiten Ordnung; dessenun-
geachtet geniigt auch hier die Einfithrung der obigen Differentiale, um
diesem Uebelstande auszuweichen. Setzen wir ndmlich fiir dg’ wieder
den in (24) gegebenen Ausdruck, so kommt:

o
(37) X :a//k’x T dr do.
T

Da die Lange x — z’ stets kleiner oder héchstens ebensogross als r ist, so
/

fiir alle Elemente dr

bleibt die hier zu integrirende Function £’

r
eine endliche Grosse, und die Integration muss also einen bestimmten
endlichen Werth geben.

T — /

Im vorigen Ausdrucke bedeutet der Bruch den negativen

Werth des Cosinus des Winkels, welchen der von p nach dem Puncte
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2', 1/, 2/ hinfithrende Leitstrahl mit der z-Axe bildet. Nennt man diesen
Winkel 9, so kann man schreiben:

(38) X =—¢ // K cosd drdo.

In dieser Form ist der Ausdruck auch auf die Kraftcomponenten nach
beliebigen anderen Richtungen anwendbar, wenn man festsetzt, dass
den Winkel des verdnderlichen Leitstrahles mit derjenigen Richtung,
fiir welche man die Kraftcomponente bestimmen will, bedeuten soll.

§ 14.
Bestimmung der Differentialcoefficienten der
Potentialfunction fiir einen im Innern des wirksamen
Korpers liegenden Punct.

Es fragt sich nun, ob die ebengefundene Formel fiir die Kraftcompo-
nente X mit dem negativen Differentialcoefficienten der Potentialfunc-

tion ——— iibereinstimmdt.

Bei dxieser Untersuchung entsteht eine neue Schwierigkeit. Wir ha-
ben in § 11 die Potentialfunction in eine Form gebracht, welche zeigt,
dass sie stets einen bestimmten endlichen Werth hat. Diese Form ist
aber nicht brauchbar, wenn es sich darum handelt, die Potentialfunc-
tion nach den Coordinaten des Punctes p zu differentiiren, denn in
diesem Falle darf man dem Puncte p nicht von vorn herein eine feste
Lage zuschreiben, und darf ihn daher auch nicht zum Mittelpuncte von
Polarcoordinaten machen. Man kann zwar denjenigen Punct, fiir wel-
chen man den Differentialcoefficienten kennen will, zum Mittelpuncte
der Polarcoordinaten wahlen, muss dann aber die Potentialfunction so
bestimmen, dass sie sich nicht auf diesen Mittelpunct bezieht, sondern
auf irgend einen in seiner Néhe liegenden Punct, fiir welchen man die
Coordinate, nach der man differentiiren will, noch als verdnderlich be-
trachten kann. Wenn man einen solchen Ausdruck fiir die Potentialfunc-
tion gewonnen hat, so kann man ihn differentiiren, und erst nachdem
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dieses geschehen ist, darf man in dem dadurch erhaltenen Ausdrucke
des Differentialcoefficienten der Coordinate einen bestimmten Werth
beilegen, welchen man dann fiir unseren Fall so zu wéahlen hat, dass er
dem Mittelpuncte der Polarcoordinaten entspricht.

Es kommt also darauf an, es so einzurichten, dass in dem Ausdrucke
der Potentialfunction die zu integrirende Function fiir alle Elemen-
te endlich bleibt, auch wenn der Punct p nicht im Mittelpuncte der
Polarcoordinaten liegt, und dass in dem Ausdrucke des Differential-
coefficienten der Potentialfunction die zu integrirende Function
wenigstens dann fiir alle Elemente endlich bleibt, wenn der Punct p im
Mittelpunct der Polarcoordinaten liegt.

Demgeméss denken wir uns, wenn wir nach x differentiiren wol-
len, durch den im Voraus gegebenen Punct, fiir welchen wir den Dif-

ferentialcoefficienten — kennen wollen, eine gerade Linie parallel der
x
z-Richtung gezogen, und fiir einen beliebigen Punct dieser Geraden

wollen wir die Potentialfunction bestimmen. Die rechtwinkligen Coor-
dinaten jenes im Voraus gegebenen Punctes seien x1, y;, z; und die
Coordinaten des beweglichen Punctes p seien z, y;, z;. Wir nehmen
nun jenen ersteren Punct zum Mittelpuncte von folgendem Systeme
von Polarcoordinaten. Die genannte, mit der x-Axe parallele Gerade
bilde die Axe dieses Systemes. Die Linge des vom Mittelpuncte nach
dem Elemente dq’ gezogenen Leitstrahles heisse [, der Winkel, welchen
der Leitstrahl mit der Axe bildet, 6, und der Winkel, welchen die durch
die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit irgend einer anderen
durch die Axe gehenden festen Ebene bildet, ¢. Dann ist der Ausdruck
des Raumelementes:

dr = *sind dl dv d.

Um den Abstand r dieses Elementes von dem beweglichen Puncte p zu
bestimmen, wissen wir, dass p in der Axe liegt, um die Strecke x — x;
vom Mittelpuncte entfernt, und zwar nach der positiven oder negativen
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Seite, je nachdem diese Differenz positiv oder negativ ist. Daraus folgt:

r= \/P —2l(x — 1) cosV + (x — x1)?

= \/Psin219+ (lcos¥ + xy — x)2.

Demnach ist die Potentialfunction:

(39) _ / / / K sin ¥ dlddd
VI2sin? 9 + (IlcosV + o1 — )2 -

Hierin ist die zu integrirende Function offenbar fiir alle Werthe der

Verénderlichen [, ¥ und ¢ endlich, da der Zahler den Factor [sin

enthélt, welcher niemals grosser als der Nenner werden kann.
Differentiiren wir diesen Ausdruck nach x, so kommt zunéachst:

_5/// K'1?sind(lcos + z1 — x) _dldddy,
[12sin? 9 + (lcos ¥ + 21 — )2 ]
und wenn wir hierin, dem Obigen gemass, fiir x den bestimmten Werth

x1 setzen, welcher dem Mittelpuncte der Polarcoordinaten entspricht,
so erhalten wir:

(40) g—vze///k’sinﬁcosﬁdldﬁdgo.
T

Man sieht, dass in dieser Formel wiederum die zu integrirende Function
fiir alle bei der Integration vorkommenden Elemente endlich bleibt.
Demnach sind die oben gestellten Bedingungen erfiillt, und die letzte

Formel kann als der richtige Ausdruck des Differentialcoefficienten — s
x

an dem gegebenen Puncte betrachtet werden.

Vergleicht man diesen Ausdruck von ov mit dem in Gleichung (38)

xr
fiir X gefundenen, so ist klar, dass das Product sin?d dd dy das Fl&-
chenelement darstellt, welches die durch die beiden Winkelelemente
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dy und dp bestimmte Elementarpyramide aus der um den Mittelpunct
der Coordinaten beschriebenen Kugelfliche mit dem Radius 1 aus-
schneidet, und wir konnen daher dieses Product in der Gleichung (40)
durch do ersetzen; ferner konnen wir in der Gleichung (40), in welcher
vorausgesetzt ist, dass der Punct p im Mittelpuncte der Polarcoordi-
naten liege, dr statt dl schreiben. Wenn dann endlich noch die Glei-
chung (40) an beiden Seiten mit —1 multiplicirt wird, so wird der in ihr
an der rechten Seite stehende Ausdruck mit dem in (38) an der rechten
Seite stehenden identisch, und man erhélt also:

ov

X=-""
ox

Es versteht sich auch hier wieder von selbst, dass ganz ebenso, wie
der Differentialcoefficient nach z, auch die Differentialcoefficienten nach
y und z oder nach irgend einer beliebigen Richtung s sich behandeln
lassen, und wir kénnen daher als gewonnenes Resultat aussprechen: so-
wohl ausserhalb als auch innerhalb des Raumes, welcher von
dem wirksamen Agens erfiillt ist, werden durch die mit dem
negativen Vorzeichen versehenen ersten Differentialcoefficien-
ten der Potentialfunction die Kraftcomponenten dargestellt.

§ 15.
Satz in Bezug auf die zweiten Differentialcoefficienten der
Potentialfunction.

Wenden wir uns nun zur Betrachtung der zweiten Differentialcoef-
ficienten, so finden wir wieder eine wichtige Eigenschaft der Potential-
function.

Da nach Gleichung (10) ist:

r=y(@ =22+ (y—y)?+ (2 =)

1
so erhalt man, wenn man den Bruch — zweimal nach derselben Verén-
r
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derlichen differentiirt:

(1
2 Z
*) PN
or: 3 rd
1
*(5) ,
(41) )1 ey
83/2 7'3 745
1
2 (1
»(5) 1=
L9223 rd

Durch Addition dieser drei Gleichungen kommt:

(), 76) 2 ()
r r r
42 =0.
(42) 0x? + Oy? + 022 0
Um dieses Resultat auf die Potentialfunction anzuwenden, betrach-
ten wir die allgemeine in (Ia.) gegebene Form derselben:

1
Vze/—dq"
r

Fiir den Fall, dass r fiir alle vorkommenden dq’ eine endliche Grosse
bleibt, konnen wir die doppelte Differentiation sofort unter dem Inte-
gralzeichen vornehmen. Wir erhalten also fiir den auf z beziiglichen
Differentialcoefficienten die Gleichung:

0*V o (%) 1 (z — a')?
Wzﬁ/ 02 dq 25/(—ﬁ+3—r5 >dq

Der unter dem letzten Integralzeichen in Klammer stehende Ausdruck
kann offenbar unter der gemachten Voraussetzung, dass r nicht unend-
lich klein wird, keinen unendlich grossen Werth annehmen, und die fiir
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die bestimmte Ausfiihrbarkeit der Integration nothwendige Bedingung
ist daher ohne Weiteres erfiillt. In entsprechender Weise erhalten wir fiir
die auf y und z beziiglichen Differentialcoefficienten die Gleichungen:

2V s G) 1 -y
?:E/—dqlzgf(—ﬁ—"su)dq/

0 0y? P
1
*()
0*V r , 1 (z —2')? ,

Wenn wir die in diesen drei Gleichungen vorkommenden Integrale
addiren, so heben sie sich natiirlich ebenso auf, wie die Ausdriicke (41),
und wir bekommen:

2 2 2
(43) 8V+8V+8V:0‘
ox?  0Oy*> 022

Diese Summe der drei zweiten Differentialcoefficienten kommt in
der Potentialtheorie so haufig vor, dass es zweckmaéssig ist, sie durch ein
kurzes Zeichen darzustellen, und wir wollen dieses, d&hnlich wie GREEN,
durch ein vor die Function geschriebenes A thun,!) so dass die vorige
Gleichung in dieser Abkiirzung lautet:

(43a.) AV =0.

Da bei der Bildung dieser Gleichung vorausgesetzt wurde, dass r
fiir alle Elemente dq¢’ endlich bleibe, so folgt daraus, dass, wenn das
wirksame Agens einen korperlichen Raum stetig ausfiillt, die Gleichung
nur fiir den Fall bewiesen ist, dass der Punct p ausserhalb dieses
Korpers liegt, und vorldufig miissen wir sogar annehmen, dass p in
endlichem Absténde von der Oberfldche des Korpers entfernt liege.

1) GREEN hat das Zeichen 0V gebraucht, da aber der Buchstabe § auch zur
Bezeichnung der Variationen angewandt wird, so ist es zweckméssig, statt dessen
ein anderes Zeichen anzuwenden, wozu A sehr geeignet ist. Noch will ich bemerken,
dass BETTI in seiner oben citirten werthvollen Schrift die in (43) vorkommende
Summe nicht durch AV, sondern durch A%V bezeichnet.
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§ 16.
Gestaltung des vorigen Satzes fiir den Fall, wenn der
betrachtete Punct sich innerhalb des wirksamen Korpers
befindet.

Befindet sich p innerhalb des Korpers, so ist fiir die nichsten Ele-
mente dq’ der Abstand r unendlich klein und die in (41) gegebenen
zu integrirenden Ausdriicke werden daher unendlich gross. Man konnte
nun vielleicht meinen, dass dieser Umstand auch hier, wie in den friihe-
ren Féllen, weil er sich nur auf eine unendlich kleine Menge des Agens
bezieht, kein wesentliches Hinderniss fiir die Anwendbarkeit der For-
meln bilde; bei ndherer Betrachtung findet man jedoch, dass die Sache
sich in diesem Falle anders verhalt, weil die zu integrirenden Functionen

unendliche Grossen von zu hoher Ordnung werden.
2

Bilden wir ndmlich den Differentialcoefficienten Erel in der vorher
x
angegebenen Weise, und setzen darin fiir das Element dq’ den in Glei-

chung (24) gegebenen Ausdruck k'r? dr do, so kommt:

0?V K (x — 2')?
W_g//? <_1+3T—2) dT’dO’,
T /

und wenn wir hierin noch fiir , wie in § 13, schreiben — cos ¢/, und

dem entsprechend das Element do durch sin ) d dy ersetzen, so lautet
die Formel:

2 k!
8_‘; :g///—(—1+300s219)sim9d7‘d19d30.
Oz r

Man sieht, dass selbst in dieser durch Einfithrung von Polarcoordi-
naten umgestalteten Formel wegen des r, welches im Nenner geblieben
ist, die zu integrirende Function fiir die ersten Elemente dr unend-
lich gross wird. Auf den ersten Blick konnte es sogar scheinen, als ob
auch das ganze Integral unendlich gross werden miisste, weil das In-

dr
tegral / —, wenn es von r = 0 bis zu einem endlichen Werthe von r
r
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genommen wird, unendlich gross wird. Wenn man jedoch auch die Inte-
grationen nach den beiden Winkeln und insbesondere diejenige nach 9
beriicksichtigt, so findet man, dass allerdings, wenn diese Integrationen
nur auf einen Theil des korperlichen Winkelraumes um p ausgedehnt
werden, im Allgemeinen unendliche Werthe entstehen, dass aber bei
Ausdehnung auf den ganzen Winkelraum, wobei nach 1 von 0 bis 7 in-
tegrirt werden muss, das Integral sich in die Gestalt einer algebraischen
Summe bringen lasst, welche unendlich grosse Glieder enthélt, die aber
verschiedene Vorzeichen haben, und sich der Form nach gegenseitig auf-
heben. Diese Summe ist nicht als unendlich gross zu betrachten, aber
auf der andern Seite kann man ihr auch keinen bestimmten endlichen
Werth zuschreiben, weil die algebraische Summe zweier mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen versehener unendlicher Gréssen, welche der Form
nach gleich sind, nicht ohne Weiteres gleich Null zu setzen ist, sondern
einen unbestimmten Werth hat.

Ohne auf das Verhalten derartiger Ausdriicke mit unendlich wer-

denden Gliedern hier néher einzugehen, kénnen wir jedenfalls soviel
2

sagen, dass der obige Ausdruck von el (welcher dadurch entstan-
x

den ist, dass in der unter (Ia.) gegebenen Formel von V', worin die

Integration noch ganz unausgefiihrt ist, die zweifache Differentiation

unter dem Integralzeichen vorgenommen wurde), zur Bestimmung des
2

wahren Werthes von —— nicht geeignet ist, weil selbst nach Einfiih-
rung von Polarcoordinaten die zu integrirende Function nicht fiir alle
vorkommenden Werthe der Verdanderlichen endlich bleibt. Wir miissen
also die Werthe der zweiten Differentialcoefficienten von V' und ihrer
Summe AV auf andere Weise zu bestimmen suchen.

Es wird zweckméssig sein, hier gleich im Voraus anzugeben, welches
Resultat man bei der richtigen Bestimmungsweise jener Grossen erhélt.
Sei namlich k£ die Dichtigkeit des Agens in dem betrachteten Puncte p,
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mit den Coordinaten z, ¥y, z, so ist:
0%V n 0*V N 02V
(IL.) ox?  0y* 022
AV = —Arek.

= —4mek

Diese Gleichung, welche die friither unter (43) und (43a.) mitgetheilte
Gleichung als speciellen Fall umfasst, indem ausserhalb des Korpers
k = 0 ist, driickt die zweite Haupteigenschaft der Potentialfunction aus,
ndmlich die, dass man aus der Potentialfunction eines Agens
auch seine Dichtigkeit k& als Function der Raumcoordinaten
ableiten, und somit die Art, wie das Agens durch den Raum
vertheilt ist, bestimmen kann.

Bevor wir dazu iibergehen, diesen Satz in voller Allgemeinheit zu
beweisen, moge des leichteren Verstandnisses wegen zuerst ein einfacher
specieller Fall betrachtet und fiir diesen eine oft angewandte Behand-
lungsart angefiihrt werden.

§17.
Beweis des Satzes fiir den Fall eines homogenen Korpers.

Der zur vorlaufigen Behandlung gewahlte specielle Fall ist derjenige,
wo die Dichtigkeit des Agens in dem ganzen Korper gleich oder,
mit anderen Worten, der Korper in Bezug auf das Agens homo-
gen ist, und wo ferner der betrachtete Punct p sich in endlicher
Entfernung von der Oberflaiche befindet.

In diesem Falle ist die Grosse k' constant und hat den bei p geltenden
Werth &, und man kann daher, nachdem man in der Gleichung (Ia.) das
Mengenelement dq’ durch das Product kdr ersetzt hat, worin dr das
Raumelement bedeutet, den Coefficienten k aus dem Integralzeichen
herausnehmen und schreiben:

1
(44) V =ck / ~ar.
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Man denke sich nun um einen in der Ndhe des betrachteten Punc-
tes p liegenden Punct eine ganz im Innern des Korpers liegende Ku-
gelfliche geschlagen, welche den Punct p umschliesst und iiberall in
endlicher Entfernung von demselben bleibt, welches Letztere bei der
angenommenen Lage des Punctes p moglich ist. Durch diese Kugelflé-
che wird der gegebene Korper in zwei Theile getheilt, ndmlich in den,
welcher innerhalb, und in den, welcher ausserhalb der Kugelfliche liegt.
Demgeméss wollen wir auch das in der Gleichung (44) vorkommende
Integral in zwei Theile theilen, welche dusserlich durch die an die Inte-
gralzeichen gesetzten Indices 1 und 2 unterschieden werden sollen. Die
Gleichung (44) geht dann iiber in:

1 1
(45) VZ&]{?/—dT—i-&k/—dT.
1 2

T r

worin das erste Integral sich iber den Rauminhalt der Kugel und das
zweite sich iiber den ausserhalb der Kugel liegenden Theil des Korpers
erstreckt.

Die erste Integration lasst sich sogleich wirklich ausfithren. Die dazu
nothige Rechnung ist schon oben in § 12, welcher sich auf eine von zwei
concentrischen Kugelflichen begrenzte Kugelschicht, (worin als speciel-
ler Fall auch die Vollkugel inbegriffen ist), bezieht, auseinandergesetzt,
und aus der dort unter (34) gegebenen Gleichung, in welcher fiir eine
Vollkugel a = 0 zu setzen ist, ergiebt sich, wenn der Radius der Kugel
mit A und der Abstand des betrachteten Punctes p vom Mittelpuncte
der Kugel mit [ bezeichnet wird:

1 1
/—deQW(A2——l2>.
T 3

Nennen wir noch die Coordinaten des Mittelpunctes der Kugel xg, o,
Zp, SO ist:
2= (z—x0)* + (y — v0)* + (2 — 20)°,
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wodurch die vorige Gleichung iibergeht in:

1 1
/;dTI 27?{142 3 [(z = 20)” + (y —30)* + (2_20)2]}'
1

Setzen wir diesen Werth des ersten Integrals in die Gleichung (45)
ein, so erhalten wir:

1 1
(46) V = 271'6]4:{/12 _ g [(x—mO)Q+(y_y0)2_|_(z—z0)2]} —|—5k/rd7'.
2
Diese Gleichung lésst sich nun differentiiren, denn im zweiten In-
tegrale, in welchem nur endliche Werthe von r vorkommen, kann man

die Differentiation ohne Weiteres unter dem Integralzeichen vornehmen.
Wir erhalten dadurch:

( 62 1
02V 4 / (F)
= ——qek + ¢k
3 2

0x? 0x? dr
1
0 -
(47) 0?V 4 (r)
a—y2 = —g’/TEk +€k’/2 8y2 dr

1
o*v 4 r
\ W = —gﬂgk +€k/; 822 dr.

Addirt man diese drei Gleichungen, so geben die drei noch unaus-
gefiihrten Integrale, geméss der Gleichung (42), als Summe Null, und
es kommt:

0?V N 0*V N 0?V
ox?  0Oy? 022

= —4rek,

oder:

AV = —Arnek,
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welches die zu beweisende Gleichung ist.

Eine eigenthiimliche Form der Potentialfunction eines homogenen
Korpers, mittelst deren die vorstehende Gleichung sich noch leichter
beweisen lasst, deren Ableitung aber hier den Gang der Betrachtungen
mehr, als zweckméssig ist, unterbrechen wiirde, wird noch in einem am
Ende dieses Buches anzuschliessenden Zusatze!) mitgetheilt werden.

§ 18.
Verdnderte Form der Gleichung (II.) und vorlidufige
Beschrinkung.

Was nun den allgemeinen, auch fiir nicht homogene Kérper gelten-
den Beweis anbetrifft, so bietet dieser einige Schwierigkeiten dar, welche
man in verschiedenen Weisen zu heben gesucht hat. Ich will hier einen
Beweis mittheilen, welchen ich zuerst im Jahre 1858 in LIOUVILLE’S
Journal (Ser. II, T. III) veroffentlicht habe, und welcher, wie es mir
scheint, in einfachster Weise das Unendlichwerden von Gliedern unter
den Integralzeichen vermeidet.

Er bezieht sich nicht direct auf die Potentialfunction, sondern auf
die mit X, Y, Z bezeichneten Kraftcomponenten, indem er fiir folgende
Gleichung gilt:

(ITa.) — + — + — =4nek.

Diese Gleichung lésst sich aber mittelst der oben allgemein bewiesenen
Gleichungen

leicht auf die Gleichung (II.) zuriickfithren.
Um es bei dem Beweise nicht von vorn herein mit einem zu com-
plicirten Falle zu thun zu haben, wollen wir vorlaufig annehmen, der

1) Siehe Zusatz 1.
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betrachtete Punct p befinde sich in endlicher Entfernung von der Ober-
flache des gegebenen Korpers, und es komme in der unmittelbaren Néhe
des Punctes auch keine sprungweise Aenderung der Dichtigkeit & des
Korpers vor. Dann kénnen wir uns um den Punct eine geschlossene
Flache beschrieben denken, welche {iberall um eine endliche Strecke
von ihm entfernt ist, und innerhalb deren nur stetige Dichtigkeitsan-
derungen stattfinden, und auf den von dieser Fliche eingeschlossenen
Theil des Korpers kénnen wir unsere Betrachtung beschranken, da aus
§ 15 bekannt ist, dass der Theil des Korpers, welcher ausserhalb dieser
Flédche liegt, und dessen Elemente sich daher alle in endlicher Entfer-
nung von p befinden, nichts zu dem Werthe der linken Seite der Glei-
chung (ITa.) beitragen kann.

Der Fall, wo der Punct p unendlich nahe an der Oberfliche des
gegebenen Korpers oder an einer Stelle, wo die Dichtigkeit des Korpers
sich sprungweise dndert, gelegen ist, soll weiter unten einer besonderen
Betrachtung unterworfen werden.

§ 19.
Umgestaltung der Ausdriicke der Kraftcomponenten.

Zur Bestimmung der Kraftcomponente X gilt die unter (38) gegebe-
ne Gleichung, welche wir, wenn wir die Cosinus der Winkel, welche der
von p ausgehende Leitstrahl » mit den Coordinatenrichtungen bildet,
von jetzt an durch die einfachen Buchstaben a, b und ¢ bezeichnen, so
schreiben konnen:

(48) X=—¢ / / Kadrdo.

Hierin ist die Integration nach r fiir den Theil des Leitstrahles aus-
zufithren, welcher innerhalb des betrachteten Korperstiickes liegt. Da
die Gestalt der geschlossenen Fldche, welche dieses Korperstiick ein-
schliesst, und welche wir kurz die Oberflache des betrachteten Korpers
nennen wollen, beliebig gewdhlt werden kann, so wollen wir annehmen,
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diese Flédche sei so geformt, dass jeder von p ausgehende Leitstrahl
sie nur Einmal treffe. Bezeichnen wir dann den Werth, welchen r am
Durchschnittspuncte hat, mit R, so ist die Integration von 0 bis R aus-
zufithren. Da ferner der mit a bezeichnete Cosinus von r unabhéngig
ist, und nur &’ von r abhéngt, so konnen wir die vorige Gleichung auch
so schreiben:

R
(49) X = —e/daa/ K dr.
0

Hierin wollen wir nun das auf den korperlichen Winkel beziigliche
Integral in ein auf die Oberfliche des betrachteten Korpers beziigliches
verwandeln. Sei dw das Flachenelement, welches die dem korperlichen
Winkel do entsprechende Elementarpyramide aus der Oberflache aus-
schneidet, und sei i der Cosinus des Winkels, welchen die auf diesem
Oberflichenelemente nach Aussen hin errichtete Normale mit einem
von p nach dem Elemente gezogenen und dariiber hinaus verldngerten
Leitstrahle bildet, so gilt die Gleichung:

idw = R*do
oder anders geschrieben:
?

Durch Einsetzung dieses Werthes von do geht (49) iiber in

i (R
(51) X = —z—:/dwaﬁ/ K dr,
0

worin die durch das erste Integralzeichen angedeutete Integration iiber
die ganze Oberflache des betrachteten Korpers zu nehmen ist.
Nachdem fiir das Element des korperlichen Winkels dasjenige der

Oberfliche eingefiihrt ist, ist es zweckmassig, auch das Integral | &' dr
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etwas abzuéndern. Dieses Integral bezieht sich auf die den Punct p mit
dem Oberflaichenelement dw verbindende Gerade, und seiner bisherigen
Form liegt die Anschauung zu Grunde, dass die Gerade von p nach dw
hin gehe, und in dieser Richtung auch die Integration auszufiihren sei.
Da nun aber das Oberflichenelement dw eine feste Lage hat, wiahrend
die Lage des Punctes p als verdnderlich angesehen werden muss, indem
nach seinen Coordinaten differentiirt werden soll, so ist es fiir die fol-
genden Betrachtungen angemessener, uns die Gerade von dw nach p
hin gehend zu denken und in dieser Richtung die Integration auszufiih-
ren. Wahrend wir den Abstand irgend eines auf der Geraden gewéahlten
Punctes vom Puncte p mit r bezeichnet haben, wollen wir den Ab-
stand desselben Punctes von dem anderen Endpuncte der Geraden, wo
dw liegt, mit p bezeichnen. Dann ist

r=R—p
dr = —dp.

Setzen wir demnach in jenem Integrale —dp an die Stelle von dr, und
bedenken zugleich, dass dem Grenzwerthe r = 0 der Grenzwerth p = R
und dem anderen Grenzwerthe r = R der Grenzwerth p = 0 entspricht,

so kommt:
R 0 R
/ k:'dr:—/ k’dp:/ K dp.
0 R 0

Durch diese kleine Verédnderung nimmt die Gleichung (51) folgende fiir
unseren Zweck bequemere Form an:

. R
i
(52) X:—e/dwaﬁ/ K dp.
0

Aus dieser fiir die Componente X gefundenen Formel kénnen wir
sofort auch diejenigen fiir die Componenten Y und Z ableiten. Da ndm-
lich a die einzige in der Formel vorkommende Grosse ist, welche auf die
x-Axe Bezug hat, so brauchen wir fiir diese nur die entsprechenden auf
die beiden anderen Axen beziiglichen Grossen b und ¢, (die Cosinus der
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Winkel, welche der Leitstrahl mit der y- und z-Axe bildet), zu substi-
tuiren. Dabei wollen wir zur Abkiirzung noch fiir das auf p beziigliche
Integral einen einfachen Buchstaben einfiihren, indem wir setzen:

R
(53) H= / K dp.
0

Dann lauten die Ausdriicke fiir die drei Kraftcomponenten:

(

X =—¢ %Hdw
bi

(54) Y =—¢ ﬁHdw
ct

\Z:—g ﬁHdw.

In diesen Ausdriicken kann man, da das Oberflachenelement dw,
nach welchem integrirt werden soll, von den Coordinaten z, y, z des
Punctes p ganz unabhéngig ist, die Differentiation nach diesen Grossen
unter den Integralzeichen vornehmen, und da die im Nenner stehende
Grosse R fiir alle Oberflaichenelemente endlich ist, so ist es schon aus
diesem Grunde selbstverstandlich, dass die durch die Differentiation
entstehenden Ausdriicke nicht unendlich gross werden kénnen.

§ 20.
Beweis der Gleichung (Ila.) fiir homogene Korper.

Obwohl es gar keine Schwierigkeit hat, mittelst der eben gewon-
nenen Ausdriicke der Kraftcomponenten die Gleichung (IIa.) sofort fiir
nicht homogene Korper zu beweisen, wollen wir der leichteren Anschau-
ung wegen zunachst den Beweis fiir homogene Korper einschalten, was
auch insofern zweckméssig ist, als wir dabei zu Gleichungen gelangen,
welche uns weiterhin niitzlich sein werden.

Fiir einen homogenen Korper, in welchem k' constant den beim
Puncte p stattfindenden Werth k£ hat, nimmt die zur Bestimmung von



§ 20. I. Die Potentialfunction. 46

H dienende Gleichung (53) folgende einfache Gestalt an:

R
(55) H:k/ dp = kR,
0

und dadurch gehen die Gleichungen (54) iiber in

:—Ek/—dw

(56) {Y =—¢k }—% L dw

7 = —ck %dw.

\

Um diese Ausdriicke fiir die Differentiation nach z, y und z geeig-
net zu machen, wollen wir sie so umformen, dass diese Grossen nicht
implicite, sondern explicite in ihnen vorkommen. Seien &, 7, ¢ die Coor-
dinaten des Oberflichenelementes dw, dann gilt fiir R die Gleichung;:

(57) R=/(¢ (n—y)*+ (¢ —2)?

und die durch a, b und ¢ bezeichneten Cosinus werden bestimmt durch
die Gleichungen:

(58) a=

Fiihrt man ferner fiir die Cosinus der Winkel, welche die auf dem Ober-
flichenelemente dw nach Aussen hin errichtete Normale mit den Coor-
dinatenaxen bildet, die Zeichen «, (3, v ein, so wird der mit ¢ bezeichnete
Cosinus bestimmt durch

1 =aa+ b0+ ¢y

(59) _(E-w)at+—y)B+(C—2)
- .
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Durch diese Gleichungen geht die erste der Gleichungen (56) tiber in:
(60) X:_gk/(6—3?)[(5—96)04+(77—y)6+(C—Z)’V] o,
(€ =2)>+ (n—y)*+ (( —2)?]2

Indem man diese Gleichung nach z differentiirt, erhdlt man zu-
nachst:

w

%_X zskr/ (5—33)04+(77—3/)5+(C—z)7+(§3—x)a
! (=22 +(n—y)?+((—2)?2
(€ —2)*[(€ —2)a+(n—y)B+ (¢~ 2)]
[(E—2)2+(n—y)2+ (¢ —2)22

Hierin kann man nun wieder die Zeichen R, a und i einfiihren, und
wenn man dann auch fiir die beiden anderen Coordinatenrichtungen
die entsprechenden Gleichungen bildet, so erhalt man:

(61)

-3 dw.

[ 0X ac — (3a® — 1)i
% = 61{3/ R2 dw
)% b3 — (362 — 1)i
62 — =
(62) 9 5k/ 72 dw
0z ey — (3¢ —1)i
\ E = Sk’/ R dw.

Durch Addition dieser drei Gleichungen unter Beriicksichtigung der
Gleichungen

A +b+cf=1
ac+ b3 +cy=1

ergiebt sich:

dw.

(63) oX oY 07 / K

R S
8x+0y+82 © R?
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Hierin kann man nun wieder mit Hiilfe von (50) statt des Oberflé-
chenelementes dw das Element des korperlichen Winkels do einfiihren,
wodurch entsteht:

(64) +— =ck

R + _

or 0dy 0z

Die hierin angedeutete Integration lasst sich sofort ausfithren und giebt
einfach den ganzen korperlichen Winkelraum um p, also den Werth 47,
und wir erhalten somit die zu beweisende Gleichung:

0X 9y oZ /
do.

8_X+8_Y+8_Z_4 ek
oxr Oy 0z en
§ 21.

Beweis der Gleichung (Ila.) fiir nicht homogene Koérper.

Wir gehen nun wieder zuriick zu den unter (54) gegebenen allge-
meineren Ausdriicken von X, Y und Z, von denen der erste lautete:

X=——¢ |2 Hdw.

R2
Durch Differentiation dieser Gleichung erhélt man zunéchst:
0X 0 ( ai ai OH

Wendet man nun wieder fiir R, a und ¢ die im vorigen § unter (57), (58)
und (59) gegebenen Ausdriicke an, so findet man:

a_ (E—x)[(§ —z)a+ (n—y)f+(C—2)]

R? (6 —2)2+ (n—y)?+ (¢ — 2)%?
Differentiirt man diesen Ausdruck nach x und fithrt dann wieder die
Grossen R, a und 7 ein, so kommt:

0 (ai\ —ac+ (4a® —1)i
(66) o (ﬁ) = 73 :
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Diesen Werth hat man in (65) einzusetzen. Bildet man dann auch noch
die entsprechenden Gleichungen fiir die beiden anderen Coordinaten-
richtungen, so erhélt man:

(0X [ace — (4a* — 1)i ai OH
%—5/_ ITE H_ﬁ'ax}dw
oY (g — (42 —1)i b OH
67 - = H—-— . —|d
R oy
0z [cy — (4¢® — 1)i ci OH
a——/ It R

Addirt man diese drei Gleichungen, und bedenkt dabei wieder, dass
man zu setzen hat:
A+ +E=1
ac + b0 + ¢y =1,
so heben sich die Glieder, welche H als Factor haben, gegenseitig auf,
OH L0

und es bleibt:
OH\ 1
——6/( S a9y c—) — dw.

0X LY 8Y oz
ox 8y Bz

Es kommt nun noch darauf an, die Differentialcoefficienten von H

néher zu betrachten. Da das mit H bezeichnete Integral, namlich:

R
/ K dp,
0

sich iiber eine Gerade erstreckt, welche in dem Oberflichenpuncte &, n, ¢
beginnt und in unserem Puncte mit den Coordinaten z, y, z endet, so
kénnen wir es als eine Function der sechs Grossen &, , (, , y, z ansehen.
Die drei letzten dieser Grossen konnen den obigen Gleichungen gemaéss
durch folgende Formeln dargestellt werden:

r=&—aR
y=n—>R
z=(—cR.

68) OH
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Hierin konnten wir noch eine der drei Grossen a, b, ¢ durch die bei-
den iibrigen ausdriicken, oder wir konnten alle drei durch zwei andere
Grossen, welche die Richtung der von dem Oberflichenpuncte nach p
gehenden Geraden bestimmen, darstellen; indessen ist es fiir unseren
gegenwartigen Zweck bequemer, einfach die drei Grossen a, b, ¢ beizu-
behalten. Denken wir uns nun die drei vorigen Formeln in dem Aus-
drucke von H fiir z, y und z substituirt, so erhalten wir einen Ausdruck,
welcher die Grossen &, n, C, a, b, ¢, R enthélt.

Wenn wir nun die Grosse H nach x, y und z differentiiren sollen, so
sind dabei die Coordinaten &, n, ( des Oberflachenpunctes als constant
anzusehen, und wir konnen daher die Differentiationen in der Weise
ausfithren, dass wir uns H durch einen Ausdruck, welcher a, b, ¢ und R
als Verénderliche enthélt, dargestellt denken, und dann diese vier Ver-
anderlichen wiederum als Functionen von z, y, z betrachten. Auf diese
Weise erhalten wir z. B. fiir den nach z genommenen Differentialcoeffi-
cienten folgenden Ausdruck:

OH _OH 9a  OH 0b OH 0c OH OR
dr  Oa Ox Ob Oxr Oc O0r OR Oz’
Nun ist in Folge der obigen Werthe von a, b, ¢ und R zu setzen:

da —1+a2. 8b_ab' dc  ac OR

o R 9z R 0z R 0z "
wodurch die vorige Gleichung iibergeht in:

OH OH —1+a’ OH ab 0OH ac 0OH
or  oa R o R oc R OR®

oder anders geordnet:

0H 1[ 0H oH  OH  OH oOH
or R “N0a 7" b e
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Der in dieser Gleichung am Ende stehende Differentialcoefficient

H
g—R hat eine sehr einfache Bedeutung. Es ist namlich:

oH o [T,
(70) ﬁﬁ/o Kk dp,

worin k' die Dichtigkeit an derjenigen Stelle des Korpers bezeichnet,
welche in der betrachteten, den Oberflichenpunct &, 7, ¢ mit dem
Punct p verbindenden Geraden vom ersteren Puncte um die Strecke p
entfernt ist. Die Lage dieser Stelle und dadurch auch die dort stattfin-
dende Dichtigkeit k" ist, wenn der Oberflichenpunct als gegeben vor-
ausgesetzt wird, durch die Grossen a, b, ¢ und p bestimmt. Da ferner
bei der Integration nach p die Gréssen a, b, ¢, welche die Richtung
der Geraden bestimmen, als constant vorausgesetzt werden, und nur p
verdnderlich ist, so kann man in dem vorstehenden Integrale k' einfach
als Function von p ansehen. Nun gilt aber bekanntlich von dem nach
der oberen Grenze eines Integrales genommenen Differentialcoefficien-
ten der durch die folgende Gleichung ausgedriickte Satz:

= / f(p)dp= f(R).

Wenden wir dieses auf unseren Fall an, so ist f(R) der Werth, welchen
die Dichtigkeit £’ an derjenigen Stelle der Geraden hat, welche um die
Strecke R von der Oberflache entfernt ist, d. h. in unserem Puncte p.
Indem wir diesen speciellen Werth von &’ einfach mit & bezeichnen,
kénnen wir die vorige Gleichung so schreiben:

a R
— | Kdp=k
aR/O‘ p )

und dadurch geht die Gleichung (70) tiber in:

OH

(71) S5 =k
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Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (69) ein, und bilden zu-
gleich die entsprechenden Gleichungen fiir die beiden anderen Differen-

tialcoefficienten — und — OH so kommt:
oy 0z’
( OH 1 [ OH oH oH oH
o R _—%”(“%“’% a_)] —ak
oH 1 o0H o0H o0H o0H
@ G w e
oH 1 [ 0H o0H o0H oH
| - "R _‘%“(‘%”%*C%ﬂ ek

Multipliciren wir diese Gleichungen, die erste mit a, die zweite mit b
und die dritte mit ¢, und addiren sie, so heben sich an der rechten Seite
alle in den eckigen Klammern stehenden Glieder gegenseitig auf, und
die drei iibrigen Glieder lassen sich in eines zusammenziehen, ndmlich:

(73) aa—H+68—H+ca—H —k.

Durch Anwendung dieser Gleichung geht die Gleichung (68) iiber

0X L oY L 92 0z /k d
ox dy 0z &2

Da k eine Grosse ist, welche sich, wenn man von einem Oberflachenele-
mente zu einem anderen iibergeht, nicht &ndert, welche also fiir unsere
Integration constant ist, so kann sie aus dem Integralzeichen herausge-
nommen werden, also:

aX 6Y oz '
(74) ox 5’y 9z gk/ R? du

Nun wollen wir wieder statt des Oberflachenelementes dw das Ele-
ment des korperlichen Winkels do einfiihren, indem wir abermals von
der in § 19 gegebenen Gleichung (50) namlich

n:
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Gebrauch machen. Dadurch erhalten wir:

0xX oY 07
75 —+ —+ —=¢k | do.
(75) B + oy + 92 € / o
Die hierin vorgeschriebene Integration ist iiber den ganzen korperlichen
Winkelraum auszufiihren, und giebt daher 47, wodurch die Gleichung
iibergeht in:

0oxX oY 07

+ — = 4xek.

(76) o Ty T

Wir sind somit auch fiir nicht homogene Korper durch eine Reihe
ganz einfacher und nur auf den Grundprincipien der Differential- und
Integralrechnung beruhender mathematischer Operationen zu der zu
beweisenden Gleichung gelangt.

§ 22.
Erweiterte Anwendbarkeit der auf homogene Korper
beziiglichen Formeln.

Im vorstehenden Beweise, in welchem vorausgesetzt wurde, dass der
Punct p sich in endlicher Entfernung von der Oberflache des gegebe-
nen Korpers befinde, haben wir die Annahme machen kénnen, der zu
betrachtende Korper sei so gestaltet, dass jeder von p ausgehende Leit-
strahl die Oberflache nur einmal schneide. Wenn namlich die Oberflédche
des gegebenen Korpers dieser Bedingung nicht entsprach, so brauch-
ten wir nicht den ganzen Korper zu betrachten, sondern konnten uns
aus demselben durch eine den Punct p in endlicher Entfernung um-
gebende, der Bedingung entsprechende Flache einen kleineren Korper
ausgeschnitten denken, und konnten dann die Betrachtung auf diesen
letzteren beschrénken, indem fiir den ausserhalb dieser Flache liegen-
den Theil des gegebenen Korpers jedenfalls die in (Ila.) vorkommende
Summe gleich Null sein muss.
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Wenn wir nun aber auch den speciellen Fall, wo der Punct p der
Oberflache unendlich nahe liegt, untersuchen wollen, so miissen wir da-
bei wenigstens den dem Puncte p zunéchst liegenden Theil der Ober-
fliche des gegebenen Korpers in seiner eigenen Gestalt beibehalten.
Es moge daher, bevor wir zur Untersuchung dieses speciellen Falles
iibergehen, der Nachweis gefithrt werden, dass die in den vorigen §§
entwickelten Formeln auch giiltig bleiben, wenn der betrachtete Korper
eine beliebige Gestalt hat. Dabei wird sich zugleich herausstellen, dass
die Formeln nicht blos auf einen innerhalb des Koérpers, sondern auch
auf einen ausserhalb desselben liegenden Punct anwendbar sind.

Der leichteren Anschauung wegen moge auch diese Betrachtung zu-
néchst fiir einen homogenen Korper angestellt werden.

Fiir die Kraftcomponente X gilt allgemein der unter (48) gegebene
Ausdruck, welcher sich bei einem homogenen Korper, bei dem &' con-
stant gleich k zu setzen ist, in folgender Gestalt schreiben lésst:

(77) X = —¢ck / doa / dr.

Hierin ist die durch das zweite Integralzeichen angedeutete Integrati-
on sofort auszufiihren, und giebt als allgemeines Integral einfach r. Es
handelt sich aber noch darum, auch die Grenzwerthe so zu wéhlen, wie
es der Lage des Punctes p und der Gestalt des Korpers entspricht.
Befindet sich p innerhalb des Korpers, so muss jeder von p ausge-
hende Leitstrahl, sofern der Korper endlich und daher seine Oberfléache
ganz geschlossen ist, wenigstens Einmal die Oberflache schneiden, und
wenn der Korper so gestaltet ist, dass nach manchen Richtungen hin
die Leitstrahlen die Oberfliche mehr als Einmal schneiden, so muss die
Anzahl der Durchschnitte jedenfalls eine ungerade sein. Betrachten
wir eine nach einer solchen Richtung gehende Elementarpyramide, so
liegt diese von der Spitze bis zum ersten Durchschnitte innerhalb des
Korpers, vom ersten bis zum zweiten Durchschnitte ausserhalb, vom
zweiten bis zum dritten innerhalb u. s. f. Da fiir unsere Kraftcompo-
nente nur die Theile in Betracht kommen, welche innerhalb des Korpers
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liegen, so haben wir, wenn Ry, Ry, R3 etc. die vom Puncte p aus ge-
rechneten Absténde der aufeinander folgenden Durchschnitte sind, die
Integration nach r von 0 bis Ry, von Ry bis R3 u. s. f. auszufiihren, und
bekommen dadurch:

(78) X = —¢k /(R1 — Ry + R3 — etc.) ado.

Die hierin noch angedeutete Integration nach ¢ hat sich iiber den gan-
zen korperlichen Winkelraum um p zu erstrecken.

Befindet sich p ausserhalb des Korpers, so muss fiir jeden Leit-
strahl, welcher den Korper iiberhaupt trifft, die Anzahl der Durch-
schnitte mit der Oberfliche eine gerade sein, und das Integral nach
r ist in diesem Falle, wie man leicht sieht, von Ry bis Ry, dann, (falls
noch weitere Durchschnitte vorkommen), von R3 bis Ry u. s. f. zu neh-
men. Es kommt also:

(78a.) X = —ak/(—Rl + Ry — etc.) ado.

Das Integral nach o bezieht sich in diesem Falle natiirlich nur auf den
Theil des korperlichen Winkelraumes um p, in welchem der gegebe-
ne Korper liegt. Denkt man sich also von p aus um den Koérper einen
Beriihrungskegel gelegt, so erstreckt sich das Integral nach o iiber die
Oeffnung dieses Kegels. Sollte der Korper die Gestalt einer ganz ge-
schlossenen Schaale haben, und p in dem eingeschlossenen Hohlraume
liegen, so wiirde das Integral wieder iiber den ganzen korperlichen Win-
kelraum 47 auszudehnen sein.

Befindet sich p gerade in der Oberfliche des Korpers, so ist es
gleichgiiltig, welche der beiden letzten Gleichungen man anwendet, um
das Resultat abzuleiten, wenn man nur die Richtungen, nach welchen
Ry = 0 gesetzt werden muss, in entsprechender Weise wahlt.

In den vorstehenden Ausdriicken von X ist nun, wie in den frither
gegebenen, statt des Elementes des korperlichen Winkels do das Ober-
flichenelement dw einzufithren. Dazu diirfen wir aber jetzt nicht ein
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fur allemal die Gleichung (50) anwenden, sondern wir miissen zwei Fal-
le danach unterscheiden, ob der Leitstrahl, indem er wéchst, aus dem
Korper heraustritt, oder in ihn hineintritt, und ob daher der mit ¢ be-
zeichnete Cosinus positiv oder negativ ist. Im ersteren Falle hat man,

wie in (50), zu setzen: '
i

do = ﬁ dcu,
im letzteren Falle dagegen muss gesetzt werden:
do = —é dw.

Sehen wir nun, wie sich hierdurch die obigen Integrale gestalten.
Wenn eine Elementarpyramide die Oberflaiche mehrmals schneidet, so
gehoren zu demselben Elemente do des korperlichen Winkels mehrere
Oberflachenelemente dw;, dws etc., jedes mit seinem besonderen Wer-
the von 4, so dass der Reihe von Producten R; do, Ry do etc., welche in

0 i
den Integralen vorkommen, ebensoviele Producte R_l dwy, R—2 dws etc.
2

entsprechen. Untersucht man die unter den Integralzéichen vor den ein-
zelnen R stehenden Vorzeichen, so findet man, dass in den Fiéllen, wo
das betreffende R das Pluszeichen hat, die erste der beiden vorigen
Gleichungen anzuwenden ist, wihrend dagegen in den Féllen, wo das
R das Minuszeichen hat, die zweite Gleichung, in welcher das Minus-
zeichen vorkommt, anzuwenden ist, so dass durch das doppelte Minus-
zeichen wieder das Pluszeichen entsteht. Es erhalten also alle Producte

}%dw dusserlich das Pluszeichen, und da alle durch das vorige Verfah-

ren in Rechnung kommenden Elemente dw zusammen gerade die ganze
Oberfliche des Korpers ausmachen, so entsteht aus jeder der beiden
Gleichungen (78) und (78a.) die einfache Gleichung:

X:—ek/%dw,

worin die Integration iiber die Oberfliche des gegebenen Korpers auszu-
fithren ist. Diese Gleichung stimmt mit der ersten der Gleichungen (56)



§ 22. I. Die Potentialfunction. 57

iiberein, ist aber nach den vorstehenden Betrachtungen nicht mehr blos
auf Korper von besonderer Gestalt und auf innerhalb derselben gelege-
ne Puncte, sondern auf Kérper von beliebiger Gestalt und auf innerhalb
und ausserhalb gelegene Puncte anwendbar. Ebenso verhélt es sich na-
tirlich auch mit den beiden letzten der Gleichungen (56), welche sich
auf die Componenten Y und Z beziehen.

Demnach koénnen auch die in § 20 aus den Gleichungen (56) abge-
leiteten Gleichungen (62), und die aus diesen durch Addition hervorge-
hende Gleichung

0X L 8Y @Z / g
ox oy 82 “

ohne Weiteres auf beliebig gestaltete Kérper und auf innerhalb und
ausserhalb derselben gelegene Puncte angewandt werden.

Bei der mit dieser letzteren Gleichung vorzunehmenden Umformung
dagegen, bei welcher statt des Oberflachenelementes dw wieder das Ele-
ment des korperlichen Winkels do eingefiithrt werden soll, muss das in
§ 20 angewandte Verfahren etwas vervollstandigt werden. Die Transfor-
mationsgleichung kann die doppelte Form

ﬁ dw = +do

haben, und da zu Einem Elemente do soviele Elemente dw gehdren, wie
die betreffende Elementarpyramide Durchschnitte mit der Oberflache
hat, so ist jedes do auch in der Formel eben so oft zu setzen, und zwar
mit dem Plus- oder Minuszeichen, jenachdem der Leitstrahl an der
betreffenden Stelle aus dem Korper heraus- oder in ihn hineintritt. In
Bezug auf die Anzahl der vorkommenden Durchschnitte sind die beiden
Fille, wo der Punct p ausserhalb oder innerhalb des Kérpers liegt, von
einander zu unterscheiden.

Liegt p ausserhalb des Korpers, so schneidet jede Elementarpyra-
mide, welche iiberhaupt den Koérper trifft, seine Oberfléache eine gerade
Anzahl von Malen, und eben so oft kommt das dazugehorige do in dem
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Integrale vor, und zwar abwechselnd mit dem negativen und positiven
Vorzeichen. Unsere Gleichung nimmt also folgende Form an:

oxX oY 07

— 4+ —+ —=c¢k [ (—1+1—etc.)do,

or Oy 0z c / ( etc.) do
worin die unter dem Integralzeichen stehende Klammer offenbar Null
wird, indem sie eine gerade Anzahl von Gliedern enthélt, welche den
absoluten Werthen nach gleich, und den Vorzeichen nach je zwei ent-
gegengesetzt sind. Wir erhalten somit das mit der in § 15 bewiesenen
Gleichung (43) tibereinstimmende Resultat:

0X n oy n 0z 0
oxr Oy 0z
Liegt p dagegen innerhalb des Korpers, so kommt jedes Element
des korperlichen Winkels eine ungerade Anzahl von Malen vor, das
erste Mal positiv, und dann abwechselnd negativ und positiv. Unsere
Gleichung nimmt also in diesem Falle folgende Form an:
oX oY 0Z
— 4+ —4+—=ck [(1=-1+1—cetc.)d
8x+0y+8z 6/( 1 ete)do,
worin die unter dem Integralzeichen stehende Klammer eine ungerade
Anzahl gleicher, aber abwechselnd mit entgegengesetzten Vorzeichen
versehener Glieder enthélt. Diese Glieder heben sich soweit gegenseitig
auf, dass nur das erste iibrig bleibt, und die Gleichung sich somit auf
folgende einfachere reducirt:
oxX oY 07
—+—+—=ck | d
o dy T / 7
welche ganz dieselbe ist, wie die in § 20 gegebene Gleichung (64), und
durch Ausfithrung der Integration giebt:
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§ 23.
Erweiterte Anwendbarkeit der auf nicht homogene Korper
beziiglichen Formeln.

Um nun auch die auf nicht homogene Korper beziiglichen Formeln
auf beliebig gestaltete Korper und auf Puncte innerhalb und ausserhalb
derselben anwendbar zu machen, mége, dem Vorigen entsprechend, fol-
gende Betrachtungsweise eingefiihrt werden.

Innerhalb des gegebenen Korpers wird, wie wir voraussetzen, die
Dichtigkeit k' durch eine sich nur stetig &ndernde Function der Raum-
coordinaten dargestellt. Wir wollen uns nun diese Function in irgend
einer stetigen Weise auch iiber die Grenzen des Korpers hinaus fortge-
setzt denken, so dass k' eine iiberall stetige Function bedeute, welche
nicht nur innerhalb, sondern auch ausserhalb des Korpers giiltig ist.
Demnach soll also in einem ausserhalb des Koérpers liegenden Puncte
unter £’ nicht die dort wirklich stattfindende Dichtigkeit Null, sondern
diejenige Dichtigkeit verstanden werden, welche dort stattfinden wiir-
de, wenn der Korper mit der durch dieselbe Function ausgedriickten
Dichtigkeit bis zu diesem Puncte reichte.

Um nun fiir irgend einen innerhalb oder ausserhalb des gegebenen
Korpers liegenden Punct p die in die z-Richtung fallende Kraftcompo-
nente X zu bestimmen, gehen wir wieder von der Gleichung (48) aus,
welche wir in folgender Form schreiben wollen:

Xz—s/daa/k’dr.

Hierin denken wir uns zuerst die Integration nach r, namlich:

/k;’dr

ausgefiihrt. In diesem Integrale miissen nun wieder die Grenzen in der
Weise gewihlt werden, wie es der Gestalt des Korpers und der Lage des
Punctes p entspricht.
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Befindet sich p innerhalb des Korpers, so dass jeder Leitstrahl die
Oberflache eine ungerade Anzahl von Malen schneidet, so zerfillt das
Integral in folgende Theile:

Rl RS
/ K dr + / k' dr + etc.
0 Ra

Statt die Summe in dieser Form zu schreiben, wollen wir uns eine Reihe
von Integralen gebildet denken, deren jedes von Null bis zu einem der
Durchschnitte mit der Oberfliche geht. Dabei setzen wir fiir die Theile
des Leitstrahles, welche ausserhalb des Korpers liegen, nicht &' = 0, son-
dern wenden die Werthe von k' an, welche der angenommenen sowohl
ausserhalb als innerhalb des Korpers giiltigen Function entsprechen.
Die so erhaltenen Integrale haben wir abwechselnd mit dem positiven
und negativen Vorzeichen zu versehen, und erhalten dadurch statt der
vorigen Summe die folgende gleichbedeutende Summe:

Ry Rs R3
/ k/dr—/ k’dr—i—/ E dr — etc.
0 0 0

Befindet sich p ausserhalb des Korpers, so dass jeder Leitstrahl
die Oberfliche eine gerade Anzahl von Malen schneidet, so zerféllt das
Integral in folgende Theile:

R2 R4
/ kK dr + / k' dr + etc.
R1 R3

oder wenn wir wieder ebenso, wie vorher, verfahren:

Ry Ro R3 Ry
—/ k’dr—i—/ k:’dr—/ k’dr+/ k' dr — etc.
0 0 0 0

Durch Einsetzung dieser Ausdriicke nimmt die zur Bestimmung von
X dienende Gleichung folgende Formen an. Wenn p innerhalb des Kor-
pers liegt:

Ry Ry R3
(79) X:—e/daa(/ k’dr—/ k'dr—i—/ k’dr—etc.).
0 0 0
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Wenn p ausserhalb des Korpers liegt:

R1 R2
(79a.) X = —s/daa <—/ K dr +/ K dr — etc.) .
0 0

Hierin fithren wir nun wieder statt des Elementes des korperlichen
Winkels do das Element der Oberfliche dw ein, nach der Gleichung:

do = ié dw.

Dabei ist, ganz so, wie im vorigen § auseinandergesetzt wurde, zu be-
merken, dass zu jedem Elemente do so viele Elemente dw gehoren, wie
der betreffende Leitstrahl Durchschnitte mit der Oberflache hat, also
gerade so viele, wie in den beiden vorstehenden Gleichungen innerhalb
der Klammern Integrale nach r stehen; ferner, dass von den beiden Vor-
zeichen dann das positive anzuwenden ist, wenn das betreffende Integral
das positive Vorzeichen hat, und dann das negative, wenn das Integral
das negative Vorzeichen hat. Dadurch vereinfachen sich die Ausdriicke,
und nehmen beide eine und dieselbe Form an, nédmlich:

i [
X=——-¢[dva— K dr,
fese )
worin R die Lange des Leitstrahles nach dem betreffenden Oberfléchen-
elemente bedeutet, und die durch das erste Integralzeichen angedeutete
Integration iiber die ganze Oberflache auszufiihren ist.

Statt des Integrales nach r konnen wir, wie es in § 19 geschehen
ist, das entsprechende Integral nach p = R — r setzen, und zur Abkiir-
zung moge fiir dieses Integral wieder ein einfacher Buchstabe eingefiihrt
werden, indem wir setzen:

R R
H:/ k:'drz/ K dp.
0 0
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Wenn wir dann noch neben dem fiir die Componente X gefundenen
Ausdrucke die entsprechenden auf die Componenten Y und Z beziigli-
chen Ausdriicke bilden, so erhalten wir:

ai

XI—€ ﬁHdw
y

Y = —¢ R—ZZHdw

7= —¢ %Hdw.

Dieses sind die im § 19 unter (54) gegebenen Gleichungen, welche
aber durch die hier ausgefiihrte Entwickelung eine erweiterte Bedeu-
tung gewonnen haben, indem sie auf Korper von beliebiger Gestalt
anwendbar sind, und ausserdem nicht nur fiir den Fall gelten, wenn p
sich innerhalb des Korpers befindet, sondern auch fiir den Fall, wenn p
ausserhalb desselben liegt.

Mit diesen Ausdriicken kénnen wir nun dieselben Rechnungen an-
stellen, wie im § 21, und gelangen dadurch zu der unter (74) angefiihrten

Gleichung;:
ox ov 0z _ i,
3x+3y+82_€ ez
Bei der weiteren Behandlung dieser letzteren Gleichung ist dann
ebenso zu verfahren, wie es am Schlusse des vorigen § auseinanderge-
setzt wurde, und wir erhalten dadurch wieder fiir einen ausserhalb des

Korpers liegenden Punct:

0X n Y n 0z 0
oxr Oy 0z
und fiir einen innerhalb des Korpers gelegenen Punct:

a_X+a_Y+a_Z—4 k
or Oy 0z e
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welche beiden Gleichungen, wie zum Schlusse dieser Auseinanderset-
zung noch einmal bemerkt werden moge, sich auch so schreiben lassen:

AV =0
AV = —4rek.

§ 24.
Specielle Betrachtung des Falles, wenn der Punct p sich in
unmittelbarer Ndhe der Oberflache befindet.

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie die in den vorigen §§ be-
trachteten Differentialcoefficienten der Kraftcomponenten sich verhal-
ten, wenn p, sei es innerhalb, sei es ausserhalb des Korpers, sich der
Oberflache unendlich néhert, ob sie auch dann stets bestimmte endli-
che Werthe behalten, deren Summe entweder 0 oder 4wek ist, oder ob
sie in unendlicher Ndhe der Oberflache unendlich grosse Werthe anneh-
men, wodurch dann iiber den Werth ihrer Summe Zweifel entstehen
kénnten.

Wir gehen von den unter (54) gegebenen Ausdriicken von X, Y, Z
aus, deren erweiterte Giiltigkeit im vorigen § nachgewiesen ist. Durch
Differentiation derselben erhélt man die schon unter (67) angefiihrten
Gleichungen, welche hier noch einmal wiederholt werden mogen:

0X [ace — (4a® — 1)i ai OH
%—5/_ It H‘ﬁ'%}d‘”
oY b3 — (42 —1)i b OH
EAl -2 22
dy 6/ | R3 R? Oy du
07 ey — (4¢® = 1)i ci OH
92 _ -2 22 .
0z 6/ | R3 R? 0z d

Die hierin unter den Integralzeichen stehenden Ausdriicke enthalten
Potenzen der Grosse R, ndmlich des Abstandes des betreffenden Ober-
flichenelementes dw vom Puncte p, in den Nennern. Da nun, wenn der
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Punct p der Oberfliche unendlich nahe ist, fiir die ihm zunéchst lie-
genden Elemente der Oberfliche R unendlich klein wird, so kann die
Frage entstehen, ob dessenungeachtet alle Integrale bestimmte endliche
Werthe behalten, oder ob vielleicht einzelne derselben unendlich gross
werden.

Um diese Frage zu entscheiden, wollen wir wieder untersuchen, ob
die Integralausdriicke sich so umgestalten lassen, dass fiir alle Elemente
derjenigen Grosse, nach welcher integrirt werden soll, die zu integriren-
de Function endlich bleibt.

In dieser Beziehung lassen sich alle diejenigen Glieder der obigen
Ausdriicke, welche die Grosse ¢ als Factor haben, sehr kurz abmachen.
Néamlich dadurch, dass wir das Oberflachenelement dw, welches wir in
die Ausdriicke von X, Y, Z statt des korperlichen Winkels do einge-
fiihrt haben, um unter den Integralzeichen nach x, y, z differentiiren
zu konnen, nach geschehener Differentiation wieder durch das Element
des korperlichen Winkels ersetzen, indem wir die bekannte Gleichung

do = i% dw

anwenden. Die drei Gleichungen lauten dann:

(0X H aa P H OH
%—e/ﬁﬁdw—a/i_(éla—l)ﬁ—l—a%}da
oy H bp P H OH
07z H ¢y [ H 0H
KE_E/R'RZdw 5/j:_(4c 1)R+cﬁz}da,

wobei in den auf do beziiglichen Integralen von den in den eckigen
Klammern stehenden Ausdriicken so viele Werthe zu nehmen sind, wie
Durchschnitte des betreffenden Leitstrahles mit der Oberflache vorkom-
men, und zwar mit dem + oder — Zeichen, je nachdem der Leitstrahl
an der Durchschnittsstelle, indem er wéchst, aus dem Korper heraus-
oder in den Korper hineintritt.
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Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke bleiben nun
offenbar fiir alle vorkommenden Elemente do endlich. Da namlich H

die Bedeutung
R
H= / K dp
0
H

hat, so sieht man leicht, dass der Bruch — endlich bleiben muss, sofern

die Grosse £’ in dem zu betrachtenden Raume nirgends unendlich gross

wird, was wir voraussetzen. Ebenso ist klar, dass die Differentialcoef-
OH OH OH

ox’ Oy Oz
in dem zu betrachtenden Raume keine sprungweisen Aenderungen er-
leidet, welche Bedingung ebenfalls bei der Art, wie im vorigen § die
Grosse k' definirt wurde, erfiillt ist, selbst fiir Puncte, welche sich ge-
rade in der Oberfliche befinden. Im Uebrigen kommen nur die Grossen
a, b und ¢ vor, welche Cosinus von Winkeln bedeuten, und also nicht
unendlich gross werden konnen. Demnach ist von denjenigen in den
Gleichungen (81) vorkommenden Integralen, welche sich auf do bezie-
hen, ohne Weiteres klar, dass sie die oben gestellte Bedingung, dass
die zu integrirenden Ausdriicke fiir alle Elemente do endlich bleiben,
erfillen.
Es bleiben also nur noch die drei Integrale:

ficienten endlich bleiben miissen, sofern die Grosse &’

H o« H b3 Hcyd
; ; — . —dw

R Y | R Rr™ R R

zu betrachten. Von diesen kann noch eines auf die beiden anderen zu-
riickgefiithrt werden, z. B. das letzte auf die beiden ersten. Wir konnen
namlich, geméss der Gleichung

1 =aa+ bp + ¢,
in dem letzten Integrale statt ¢y schreiben:

1 —ao — bf,
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und dann wieder é dw durch +do ersetzen, wodurch kommt:

c
(82) 7 RZdw— 7 ﬁdw— E.ﬁdw.

Hierin bedarf das auf do beziigliche Integral nach dem schon vorhin
Gesagten keiner weiteren Besprechung, und die {ibrigen an der rechten
Seite stehenden Integrale sind die beiden ersten der drei oben genannten
Integrale.

Die ndhere Untersuchung dieser Integrale wollen wir hier, um nicht
zu weitlaufig zu werden, nur in der Weise ausfiithren, dass wir fiir die
Coordinatenaxen bestimmte, bei der Betrachtung bequeme Richtun-
gen wahlen. Wir denken uns von dem zu betrachtenden Puncte p eine
Normale auf die Oberfliche geféllt, und wihlen dann die Richtung der
z-Axe dieser Normale parallel. Da der Anfangspunct der Coordinaten
beliebig angenommen werden kann, ohne dass dadurch die Allgemein-
heit der Untersuchung eine weitere Beschrénkung erleidet, so wollen
wir den Fusspunct der Normale als Anfangspunct der Coordinaten und
demnach die Normale selbst als z-Axe und die im Fusspuncte an die
Oberflache gelegte Tangentialebene als zy-Ebene nehmen. Unter diesen
Umsténden sind die Coordinaten x und y des Punctes p gleich Null, und
die unter (58) § 20 zur Bestimmung von a und b gegebenen Ausdriicke
lauten daher fiir einen Punct der Oberfliche, dessen Coordinaten &, ), ¢
sind:

§ n
(83) a=7 b= 7
welche Ausdriicke in unsere Integrale einzusetzen sind.

Was die Ausdehnung der Integrationen betrifft, so kénnen wir die-
selbe auf den Theil der Oberfliche beschranken, dessen Elemente sehr
nahe an p liegen, denn fiir alle entfernteren Elemente der Oberfldche,
fiir welche R nicht mehr unendlich klein ist, konnen die unter den In-
tegralzeichen stehenden Ausdriicke nicht unendlich gross werden, und
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die den entfernteren Theilen der Oberfliche entsprechenden Theile der
Integrale bediirfen daher keiner besonderen Untersuchung. Die so be-
schrankten Integrale wollen wir mit A und B bezeichnen, so dass wir
nach Einfiihrung der vorher gegebenen Werthe von a und b schreiben
kénnen:

[ H &a

H b

(84) A - |5

dw,

worin die Integrale sich iiber ein sehr kleines Flachenstiick um den
Anfangspunct der Coordinaten erstrecken sollen.
Wenn nun die Gleichung der Oberfliche in der Form

(85) ¢=f&n)

gegeben ist, so sind die Cosinus der Winkel, welche die an irgend einem
Puncte der Fléche errichtete Normale mit den Coordinatenaxen bildet,
durch folgende Formeln bestimmt:

( ac
€

() ()
o
(86) B=— On

o () ()

1

v= .
o\ [oC\?
\ \/”(a—g) *(a?)

Mit Hiilfe der letzten dieser drei Gleichungen gehen die beiden ersten
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iber in:
o= aC
(87) a‘%
_0¢
B = “an”

Setzen wir den Werth von « in die erste der Gleichungen (84) ein, so
kommt:

¢ %6
H
(88) A=— 7 Raffydw.

Das Product v dw ist die Projection des Elementes dw auf die zy-Ebene,
oder, wenn wir uns das ganze betrachtete Flichenstiick auf die xy-
Ebene projicirt denken, so konnen wir v dw als ein Element dieser Pro-
jection ansehen, und dann die Integration auf die letztere beziehen. Wir
fiihren dazu Polarcoordinaten in der zy-Ebene um den Anfangspunct
der rechtwinkligen Coordinaten ein, indem wir den nach irgend einem
Puncte der Ebene gezogenen Leitstrahl mit «, und den Winkel, welchen
dieser mit der z-Axe bildet, mit ¢ bezeichnen. Dann wird ein Element
der Ebene dargestellt durch:

udu do

und diesen Ausdruck kénnen wir daher fiir v dw setzen. Wenn wir dabei
zugleich berticksichtigen, dass

& =ucoso

ist, so geht (88) tiber in:

coS gb

(89) / / B0 446
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0
Hierin missen wir endlich noch den Differentialcoeflicienten 8_< na-

her betrachten. Im Anfangspuncte der Coordinaten sind, da die xy-

Ebene in diesem Puncte Tangentialebene ist, die beiden Differentialco-
0

efficienten a—C und 8_< gleich Null, und fiir die Umgebung dieses Punctes

n
kénnen wir, wenn die hier stattfindende Kriimmung der Ober-

fliche als endlich vorausgesetzt wird, setzen:

e %

(90) % mu; o

nu,

worin m und n zwei Functionen von u und ¢ sind, welche fiir kleine
Werthe von u nicht unendlich gross werden. Die Gleichung (89) lésst
sich also schreiben:

H mcoso.u?
1 A= [ =2 222207 .
(91) / = O duds

In derselben Weise kann man auch das Integral B behandeln, und erhalt
dadurch

H nsing.u?
(92) B:—/ E.Tdudgb.

Da nun die Grosse R, welche durch die Gleichung
R=u?+ (¢ —2)?
3

u
bestimmt ist, nicht kleiner als u© werden kann, so kann der Bruch i
nicht unendlich gross werden, und dasselbe gilt auch, wie schon er-

wahnt, von dem Bruche —. Demnach sind die Integrale A und B in

eine Form gebracht, in welcher sie der Bedingung geniigen, dass die zu
integrirende Function fiir alle vorkommenden Werthe der Verénderli-
chen, nach welchen integrirt werden soll, endlich bleibt.
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0X 9Y 07

ox 83/ 9z’

auch bei unendlicher Anndherung an die Oberfliche immer bestimmte
endliche Werthe behalten, kann auch kein Zweifel dariiber entstehen,
dass die mit —AV bezeichnete Summe dieser drei Differentialcoefficien-
ten im ausseren und inneren Raume die Werthe 0 und 4nwek bis dicht
an die Oberfliche behilt. Im Momente, wo der Punct p die Oberfla-
che durchschreitet, und aus dem &usseren leeren Raume in den Korper
hineintritt, &ndern die Elemente do zum Theil plotzlich ihr Vorzeichen,
und dadurch entsteht die sprungweise Aenderung des Werthes von AV'.

Nachdem gezeigt ist, dass die Differentialcoefficienten —

§ 25.
Einfluss des Umstandes, wenn die Kriimmung der Oberflache
an der betreffenden Stelle unendlich gross ist.

Bei der vorigen Auseinandersetzung wurde vorausgesetzt, dass die
Kriimmung an der betreffenden Stelle endlich sei; aber auch diese Vor-
aussetzung ist keine durchaus nothwendige. Nehmen wir an, dass statt
der Gleichungen (90) die folgenden Gleichungen gelten:

o¢

(93) o€

=mu"; — =nu
) 877 )
so ist, wenn die Exponenten p und v < 1 sind, die Kriimmung an
dem betreffenden Puncte, welcher zugleich der Anfangspunct der Coor-
dinaten ist, unendlich gross. Dessenungeachtet behalten die Integrale
A und B bestimmt angebbare endliche Werthe, so lange nur die Expo-
nenten angebbare positive Werthe haben.
0
Setzen wir ndmlich in (89) fiir 3_2 die obengegebene Formel ein, so

kommt statt der Gleichung (91), wenn wir zugleich fiir R seinen Werth

substituiren:
//H mcosgbu““ _duds.
2)2]5
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Hierin wollen wir die neue Veranderliche «' einfiihren mit der Bedeu-
tung:

u = ut,
woraus folgt:
;L
U =1u 122
1 ,1_
du = —u'n""du.
i
Dadurch geht der Ausdruck iiber in:
1 H b "
mcos g u
94 A=-— —. du’ do.
(84 p / / R wde

{u'% +(C- 2)2] :

Hierin kann der Nenner des zweiten unter den Integralzeichen stehenden

3
Bruches nicht kleiner als u'# werden, und die zu integrirende Function
bleibt also endlich. Dasselbe gilt natiirlich auch von dem Integrale B,
welches sich vom vorigen nur dadurch unterscheidet, dass n an die Stelle
von m, v an die Stelle von p und sin ¢ an die Stelle von cos ¢ tritt.
Nur dann héren diese Schliisse auf giiltig zu sein, wenn die Korper-
Oberflidche an der Stelle, wo der Punct p sich befindet, so gestaltet ist,
dass auch die Gleichungen (93) mit angebbaren positiven Werthen von
w4 und v nicht mehr angewandt werden kénnen, wenn also, wie GAUSS es
bei einer anderen Gelegenheit ausdriickt, !) die Differentialcoefficienten

0 0
—C und 8—C mit keiner Potenz von v mehr zu einerlei Ordnung gehoren.
U]

&3

Dieses ist insbesondere der Fall bei absolut scharfen Spitzen und Kan-
ten, bei denen es gar keine bestimmte Tangentialebene giebt. Indessen
sind auch Fille denkbar, wo noch eine bestimmte Tangentialebene vor-
handen ist, und doch die Gleichungen (93) nicht gelten. GAUSS fiihrt

1) Allgemeine Lehrsiitze u. s. w. S. 25.
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als ein Beispiel der Art an, wenn die Differentialcoefficienten von der

1
Ordnung — waren. Solche Félle konnen in Bezug auf die vorlie-
log —
u
gende Frage denen zugesellt werden, wo die Flache wirkliche Spitzen
und Kanten bildet. Was diese letzteren Féille anbetrifft, so kann man

sich leicht davon iiberzeugen, dass bei unendlicher Annédherung an eine

X oY Z
Spitze oder Kante die Differentialcoefficienten 5_ 8— und 8_ ein-

ox’ Oy 0z
zeln unendlich gross werden; und wenn in ihrer Summe die unendlich
grossen Glieder sich der Form nach auch gegenseitig aufheben, so kann
man doch einer algebraischen Summe, in der unendlich grosse Glieder
vorkommen, nicht ohne Weiteres einen bestimmten endlichen Werth
zuschreiben.

§ 26.
Zuriickfiihrung des Falles, wo in der Nahe von p eine
sprungweise Aenderung der Dichtigkeit stattfindet, auf den
vorigen.

Auf den in den beiden vorigen §§ betrachteten Fall, wo der Punct p
sich in der Nahe der Oberfliche befindet, ldsst sich auch der Fall zuriick-
fithren, wo p zwar tief im Innern des Korpers liegt, aber die Dichtigkeit
des Korpers in der Nahe dieses Punctes eine sprungweise Aenderung
erleidet.

Es sei ein Korper gegeben, der durch eine innere Flache in zwei Thei-
le getheilt wird, welche sich in Bezug auf ihre Dichtigkeit verschieden
verhalten. Die Dichtigkeit des einen sei durch k; dargestellt, welches
Zeichen eine Function der Raumcoordinaten bedeuten soll, die sich nur
stetig andert. Die Dichtigkeit des andern sei ki + ko, worin k; dieselbe
Function ist, wie vorher, und ks eine andere Function, die sich, soweit
sie gilt, ebenfalls nur stetig dndert, die aber von jener Fléache an, obwohl
sie in derselben noch einen endlichen Werth hat, nach der einen Seite
hin ungiiltig wird, so dass also der Werth, welchen k5 in der Flache hat,
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die Grosse des Sprunges darstellt. Dann denken wir uns in dem Raume,
wo die Dichtigkeit ki + ks ist, zwei Korper so iiber einander gelagert,
dass sie beide denselben Raum ausfiillen, einen mit der Dichtigkeit &,
und den anderen mit der Dichtigkeit ky. Der erstere bildet mit dem an
der entgegengesetzten Seite der Fliache befindlichen Korpertheile einen
zusammenhangenden Korper, dessen Dichtigkeit iiberall durch die ste-
tige Function k; dargestellt wird, und welchen wir C; nennen wollen.
Den letzteren dagegen, mit der Dichtigkeit ko, betrachten wir als einen
fiir sich bestehenden Korper, welcher Cs heisse, und welcher jene Tren-
nungsflache als einen Theil seiner Oberflidche hat.

Hiernach kann man sich die Potentialfunction V' des ganzen gege-
benen Korpers in die Potentialfunctionen V; und V5 der beiden Koérper
Ch und C} zerlegt denken. Dann hat man:

V=V+W

und daraus folgt:

AV = AV) + AVs.

Die erste der beiden rechts stehenden Grossen dndert sich, wenn der
Punct p die Trennungsfliche durchschreitet, nur stetig, weil der Punct
dabei im Innern des Korpers C] bleibt, und sie wird an beiden Seiten
der Flache durch —4mwek; dargestellt. Die zweite Grosse dagegen dndert
sich sprungweise. An der einen Seite der Fliche (d. h. ausserhalb des
Korpers Cy), bis dicht an die Flache hinan, ist sie = 0; an der anderen
Seite (d. h. innerhalb des Koérpers Cs) ebenfalls bis dicht an die Flidche
hinan, ist sie = —4mweky. Wir erhalten also im Ganzen:

an der einen Seite der Flache AV = —4nek,
. , andern . . AV = —dze(ky + k2).

Bezeichnen wir, wie frither, die ganze Dichtigkeit mit k, wobei k aber
jetzt eine Function darstellt, die eine Unterbrechung der Stetigkeit er-
leidet, indem an der einen Seite der Flache k& = ki, und an der andern
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k = ki + ks ist, so konnen wir die beiden vorigen Gleichungen in Eine
iiberall giiltige Gleichung zusammenfassen:

AV = —Arek,

welches wieder unsere Gleichung (II) ist. Die Grosse AV ist also tiberall
ganz so bestimmt, wie die Dichtigkeit &, und erleidet auch mit dieser
die gleichen, entweder stetigen oder sprungweisen Aenderungen.

Nur in dem Falle, wo in unmittelbarer Ndhe des Punctes p eine
sprungweise Aenderung der Dichtigkeit stattfindet, und zugleich die
Fléche, in welcher sie stattfindet, an der betreffenden Stelle eine Spitze
oder Kante bildet, tritt eine Unbestimmtheit ein, gerade so, wie in dem
entsprechenden Falle in der Ndhe der Oberflache.

§ 27.

Anhiufung eines Agens auf einer Fliche.

Es kommt zuweilen der Fall vor, dass man eine Quantitidt eines
Agens zu betrachten hat, von welcher man annimmt, dass sie nicht einen
Raum stetig ausfiillt, sondern nur iiber eine Fliche stetig verbrei-
tet ist. So ist es z. B. bekannt, dass Electricitit, welche einem leitenden
Korper mitgetheilt wird, im Gleichgewichtszustande nicht das Innere
des Korpers erfiillt, sondern nur an der Oberfliche desselben angehéuft
ist. Es kann zwar in der Wirklichkeit nicht eine mathematische Fléche
sein, welche die Electricitdtsmenge enthélt, sondern man muss sich ei-
ne Schicht von sehr geringer Dicke denken; indessen in der Rechnung
wird bei den meisten Untersuchungen diese Dicke vernachlassigt, und
man denkt sich die ganze Electricitdtsmenge in einer mathematischen
Fléache befindlich.

Wir miissen nun untersuchen, ob unter dieser Bedingung die Po-
tentialfunction und ihre Differentialcoefficienten neue bemerkenswerthe
Eigenschaften zeigen.
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§ 28.
Bestimmung der Potentialfunction fiir eine gleichférmig mit
dem Agens bedeckte ebene Figur.

Wir wollen zunéchst wieder einen einfachen speciellen Fall zur Be-
trachtung auswahlen, welcher besonders geeignet ist, die mit dieser Be-
dingung verkniipften Eigenthiimlichkeiten klar hervortreten zu lassen,
und nach dessen Behandlung dann die allgemeine Betrachtung kiirzer
gefasst werden kann, als es sonst ohne Beeintrachtigung der Verstand-
lichkeit moéglich wére. Wir wollen nédmlich vorlaufig annehmen, dass
die mit dem Agens bedeckte Fliche ein Stiick einer Ebene,
und dass die Vertheilung des Agens iiber dieselbe gleichfor-
mig sei.

Wenn die auf einem Elemente dw der Flédche befindliche Menge des
Agens hdw ist, so nennen wir h die Dichtigkeit des Agens, und wo es
zur Unterscheidung nothwendig ist, konnen wir, wie es schon in § 12
geschehen ist, diese Dichtigkeit, welche sich auf eine Flidche bezieht,
im Gegensatze zu der gewohnlichen, welche sich auf den korperlichen
Raum bezieht, Flichendichtigkeit nennen. Ist nun r der Abstand
des Elementes dw von dem Puncte p, so haben wir zur Bestimmung der
Potentialfunction die Gleichung:

(95) V =c¢h d_w’

r
worin die Integration iiber den Flacheninhalt der ebenen Figur, welche
mit dem Agens bedeckt ist, ausgefithrt werden muss.

Um das Integral in eine fiir unseren Zweck geeignete Form zu brin-
gen, nehmen wir die Ebene, welche die Figur enthélt, zur xy-Ebene
unseres Coordinatensystemes. Wenn wir dann vom Puncte p mit den
Coordinaten z, y und z ein Perpendikel auf diese Ebene fillen, und
dessen Fusspunct betrachten, so hat dieser ebenfalls die Coordinaten
x und y, wahrend seine dritte Coordinate Null ist. Diesen Fusspunct
wollen wir nun zum Mittelpuncte eines Systemes von Polarcoordinaten



§ 28. I. Die Potentialfunction. 76

in der Ebene nehmen, in welchem der Leitstrahl u, und der Winkel
desselben mit der z-Axe ¢ heissen soll. Dann kénnen wir setzen:

dw = udu do,

und zugleich haben wir, wenn ¢ und 7 die rechtwinkligen Coordinaten
dieses Flachenelementes sind:

u=E— D+ (- )
r=VE— D (-7t 2

=Vu?+ 22

und die Gleichung fiir V' geht daher iiber in:

wdudeo
96 v—eh [[
(56) Ve s
Hierin lasst sich die Integration nach u sogleich ausfithren. Man hat
namlich allgemein:

u du
N =Vu?+ 22
Vu?+z

und es kommt nur darauf an, die den Umstdnden entsprechenden
Grenzwerthe in diese Formel einzusetzen. Dabei macht es einen we-
sentlichen Unterschied, ob der Fusspunct des von p auf die Ebene
gefillten Perpendikels innerhalb oder ausserhalb der mit dem Agens
bedeckten Figur liegt. Fiir unsere weiteren Betrachtungen ist nur der
Fall von Interesse, wo er innerhalb liegt, und diesen Fall wollen wir
daher voraussetzen.

Dann ist das Integral vom Anfangspuncte des Leitstrahles bis zu sei-
nem Durchschnittspuncte mit dem Umfange der Figur zu nehmen, und
wenn die Figur so gestaltet ist, dass der Leitstrahl den Umfang mehr-
mals schneidet, was dann jedenfalls eine ungerade Anzahl von Malen
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geschehen muss, so kommen noch die Stiicke vom zweiten bis zum drit-
ten Durchschnitte, dann vom vierten bis zum fiinften Durchschnitte
u. s. f. in Betracht. Nennen wir also die den einzelnen Durchschnitten
entsprechenden Werthe von u der Reihe nach Uy, U, etc. und setzen
ferner zur Abkiirzung:

Ry = /U + 2% Ry = /U3 + 22 etc.

so kommt:
U:&th/(—\/z_Q—i—Rl — Ry 4 Ry — etc.) do.

In dem ersten Gliede innerhalb der Klammer diirfen wir nicht einfach
z an die Stelle von v/z2 setzen, weil diese Wurzel, welche ein speci-
eller Werth des Abstandes r ist, stets positiv sein muss, wahrend z
positive und negative Werthe haben kann. Ich werde daher, um dieses
anzudeuten, den Wurzelausdruck in der Formel beibehalten.

Da die Grésse v/22 von ¢ unabhingig ist, so konnen wir bei die-
sem Gliede auch die zweite Integration ohne Weiteres ausfiihren, und
erhalten dadurch, indem das Integral von 0 bis 27 zu nehmen ist:

(97) V = —2nehV22 + ¢h /(R1 — Ry + Rs — etc.) do.

Das hierin noch vorkommende Integral kénnen wir in eine andere
Gestalt bringen, in welcher es fiir die beabsichtigten Differentiationen
geeignet ist. Wir fithren dazu statt des Winkelelementes d¢ das zwi-
schen seinen Schenkeln liegende Element ds des Umfanges ein. Ist i’
der Cosinus des Winkels, welchen die auf ds errichtete Normale mit
dem Leitstrahle bildet, wobei die Normale nach der Aussenseite des
Umfanges, und der Leitstrahl nach der Seite hin, wohin er wéchst, be-
trachtet wird, so hat man:

-/
(98) %ds — +do,



§ 29. I. Die Potentialfunction. 78

worin, sofern die Elemente ds und d¢ beide als positiv vorausgesetzt
werden, das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, jenach-
dem der Leitstrahl, indem er wéchst, den Umfang von innen nach aussen
oder umgekehrt schneidet. Diese Vorzeichen sind dieselben, wie die, mit
welchen die in dem Integrale vorkommenden Grossen Ry, Ry, R3 etc.
behaftet sind. Wenn man daher fiir irgend eins der Producte R d¢

R
das Product — ¢’ ds substituirt, so muss man diesem letzteren dusser-

lich immer das Pluszeichen geben. Da ferner in dem Integrale fiir jedes
Winkelelement d¢ gerade so viele verschiedene Werthe von R vorkom-
men, als zu dem Winkelelemente verschiedene Bogenelemente gehéren,
so bilden alle Bogenelemente, die durch jene Substitution eingefiihrt
werden, zusammen den ganzen Umfang der Figur. Demnach kann man
schreiben:

(99) V = —2rehV22 + ch / g i ds,

worin das Integral iiber den ganzen Umfang auszudehnen ist. ')

1) Der Vollstéindigkeit wegen will ich auch anfiihren, wie die Formel sich gestaltet,
wenn der Fusspunct des von p auf die Ebene gefallten Perpendikels ausserhalb der
mit dem Agens bedeckten Figur liegt. In diesem Falle muss fiir jeden Leitstrahl,
welcher die Figur iiberhaupt trifft, die Anzahl der Durchschnitte mit dem Umfange
eine gerade sein, und die Integration nach u in der Gleichung (96) bezieht sich
auf das Stiick vom ersten bis zum zweiten Durchschnitte, dann, falls noch mehr
Durchschnitte vorkommen, vom dritten bis zum vierten u. s. f. Man erhélt daher
statt der Gleichung (97):

(a) V= eh/(—R1 + Ry — etc.) do,

worin die Integration nach ¢ sich nur iiber den Winkelraum erstreckt, welcher die
Figur einschliesst. Wenn man in dieser Gleichung fiir das Winkelelement d¢ das
Bogenelement ds einfiihrt, so erhélt man statt (99):

(b) Vzah/gi’ds.
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§ 29.
Verhalten der Differentialcoefficienten erster Ordnung der
Potentialfunction.

Wir wollen nun mit Hiilfe der letzten Gleichung die Differentialco-
efficienten der Potentialfunction bilden.

Da die Grosse s, nach welcher integrirt werden soll, von den Coordi-
naten z, y und z des Punctes p unabhéngig ist, so konnen wir unter dem
Integralzeichen differentiiren. Die Formeln von U, R und ¢, welche da-
zu angewandt werden miissen, lassen sich ohne Weiteres hinschreiben.
Bezeichnen wir die Coordinaten des Bogenelementes ds mit £ und 7/
und die Cosinus der Winkel, welche die auf dem Elemente errichtete
Normale mit der z- und y-Axe bildet, mit ¢/ und ', so kommt:

U=(€—a)+ 1 —y)?
(100) RZ\/( ) + () —y)? + 22
g g+ (0 —y)f
U

Sollte der Fusspunct in unmittelbarer Ndhe des Umfanges liegen, so dass fiir ge-
wisse Bogenelemente die Grosse U unendlich klein wird, so ist (mit Ausnahme des
Falles, wo z = 0 ist, so dass R mit U zugleich verschwindet) die in den Ausdriicken
(99) und (b) vorkommende Form des Integrals zur Ausfiihrung der Rechnung nicht
geeignet. Um sich jedoch einen Ueberblick davon zu verschaffen, welche Werthe das
Integral in solchen Féllen annimmt, kann man die urspriinglichen Formen des Inte-
grals, welche in (97) und (a) enthalten sind, betrachten. Wenn man sich dann den
Fusspunct so bewegt denkt, dass er den Umfang der Figur von aussen nach innen
durchschreitet, so findet man, dass der Werth, welchen das in (97) vorkommende
Integral an der Innenseite unendlich nahe am Umfange hat, um 27v/22 grosser ist,
als der Werth, welchen das in (a) vorkommende Integral an der Aussenseite un-
endlich nahe am Umfange hat, und dass folglich der mit dem Durchschreiten des
Umfanges verbundene plétzliche Uebergang von dem einen Integral zum anderen ei-
ner sprungweisen Werthzunahme des Integrals um 2y 22 entspricht. Dadurch wird
der Umstand, dass in der Gleichung (97) das Product 2rehv/22 als ein mit dem Mi-
nuszeichen versehenes besonderes Glied vorkommt, wéihrend es in der Gleichung (a)

fehlt, ausgeglichen, so dass der ganze Werth von V keine sprungweise Aenderung
erleidet.




§ 29. I. Die Potentialfunction. 80

Wenn man, wie wir es im Folgenden thun wollen, voraussetzt, dass der
Fusspunct des von p geféllten Perpendikels in endlicher Entfernung vom
Umfange der Figur liegt, so sind U und R fiir alle bei der Integration
vorkommenden Elemente endliche Grossen.

Differentiiren wir nun unter Beriicksichtigung der vorigen Gleichun-
gen die Gleichung (99) zuerst nach z, so bekommen wir:

ov
101 — oreh L
(101) 5 7r5h\/Z_+€hz/ ds,

worin der Bruch \/L_Q gleich +1 oder —1 ist, jenachdem z positiv oder
z

negativ ist.

Die Hauptfrage in Bezug auf den fiir — gefundenen Ausdruck ist

die, wie sich derselbe in unmittelbarer Néi}zle der mit dem Agens be-
deckten Flache verhélt. Lassen wir z unendlich klein und Null werden,
so wird das zweite Glied des Ausdruckes, welches den Factor z und
ausserdem nur solche Factoren hat, die endlich bleiben, ebenfalls un-
endlich klein und Null. Anders ist es mit dem ersten Gliede. Dieses ist
an der Seite der Fliache, wo z positiv ist, constant gleich —27eh, und
an der anderen Seite, wo z negativ ist, constant +2mweh. Es dndert also
seinen Werth in dem Moment, wo p die Flache durchschreitet, sprung-

weise um 4meh. Bezeichnen wir die Grenzwerthe, denen — sich nahert,

z
wenn p von der positiven oder von der negativen Seite aus unendlich

nahe an die Flache heranriickt, resp. mit (8_V) und (8_V) D) so
0z +0 0z ) _,

1) Man konnte gegen diese von mir angewandte und auch von KOTTERITZSCH,
RIEMANN u. A. adoptirte Bezeichnung vielleicht einwenden, dass es sich nicht um
den Fall handelt, wo der Abstand absolut Null und der Punct daher in der Fléiche
selbst gelegen ist, sondern um den, wo der Abstand unendlich klein wird; indessen
glaube ich, dass schon das vor der Null stehende + oder — Zeichen deutlich genug
erkennen lasst, dass nicht einfach der Abstand Null gemeint ist, bei welchem das
Vorzeichen keinen Sinn haben wiirde, sondern dass die Anndherung an den Abstand
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kommt:

(102) il = —2meh; v = +2meh
0z 4o 0z _0

(103) (a_v) _(a_v) el
0z +0 0z ) _,

Die letztere Gleichung lasst sich, wie wir weiterhin sehen werden,
auch auf den allgemeinen Fall, wo die Fléache gekriimmt, und die Ver-
theilung des Agens iiber dieselbe ungleichformig ist, ausdehnen, und
bildet eine neue wichtige Eigenschaft der Potentialfunction.

Wir kénnen nun die Gleichung (99) ebenso unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (100) nach z und y differentiiren. Fiihren wir dieses
zuerst nach x aus, so erhalten wir:

2 2 !
(104) 8V_€h/[(R +22)¢—-2), R

%— RU3 1 —ma/ ds.

Dieser Ausdruck lésst sich in eine einfachere Form bringen. Es ist ndm-

lich:

R R? U? + 22 1 22

U2 RO RUZ R RU®
und wenn man dieses in dem zweiten unter dem Integralzeichen stehen-
den Gliede einsetzt, so kann man schreiben:

/ 2 | L2\(el 2
(105) a—vz—sh/%ds+gh/ {(R +2%)(§ x)i'— z o[ ds.

Ox RU3 RU

Es lésst sich nun der Satz beweisen, dass das hierin vorkommen-
de zweite Integral fiir jede geschlossene Curve Null ist. Da dieser
Beweis nicht ganz kurz ist, und daher den Gang der Auseinanderset-
zung an dieser Stelle in einer die Uebersichtlichkeit storenden Weise

Null, welche von der positiven oder negativen Seite aus stattfinden kann, angedeutet
werden soll. Diese Andeutung glaubte ich auf andere Art nicht eben so einfach
machen zu kénnen.
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unterbrechen wiirde, so will ich ihn in einem Zusatze fithren.!) Unter
Voraussetzung dieses Satzes bleibt von der rechten Seite der vorstehen-
den Gleichung nur das erste Glied iibrig. Da der Differentialcoefficient
nach y ganz dieselbe Behandlungsweise zulasst, so konnen wir die bei-
den sich ergebenden Ausdriicke gleich zusammenschreiben:

oV o
% = —Eh/EdS

ov I
— = —¢ch | = ds.
5y =< [ s

(106)

Man sieht sogleich, dass diese Ausdriicke sich, wenn p an die Flache
heranriickt und sie durchschreitet, nirgends sprungweise dndern, und
dass sie daher auch anwendbar sind, wenn p in der Flache selbst liegt.

Nachdem fiir die drei Coordinatenrichtungen, deren eine als senk-
recht zur Ebene und die beiden anderen als parallel der Ebene voraus-
gesetzt wurden, die Differentialcoefficienten bestimmt sind, kann man
sofort auch den Differentialcoefficienten nach irgend einer anderen Rich-
tung bilden.

Es sei durch p eine beliebige Gerade gezogen, in welcher wir uns
p beweglich denken wollen. Der Abstand des Punctes p von demjeni-
gen Puncte, wo die Gerade die Ebene schneidet, und zwar nach der
einen Seite positiv und nach der andern negativ gerechnet, sei mit [

. ) . . . ov )
bezeichnet, dann ist es der Differentialcoefficient —-, um den es sich

ol
handelt. Die Beziehung zwischen diesem Differentialcoefficienten ——

und den auf die Coordinatenrichtungen beziiglichen Differentialcoeffi-

cienten (ZV 68\/ %V bestimmt sich ebenso, wie die in § 3 besprochene
x
Beziehung zwischen 8_U un ou ou ou . Wir schreiben nédmlich zu-
ds o’ 8y 0z

1) Siehe Zusatz II. am Ende des Buches.
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néchst:
ov. oV or 0V dy 0V 0z

o " or ol Tayal T e o

Nun ist aber, wenn ¢, 1, § die Winkel bedeuten, welche die Gerade [
mit den Coordinatenrichtungen bildet, zu setzen:

or Yy 0z
- 08 ¢; i cos ; rin cos b,
und dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:
ov 8V ov ov
1 — = — —
(107) = ar ¢+aycsw+ P cos b,

und es lésst sich somit, nachdem die drei Differentialcoefficienten s
x

8@_\/ und (?9_\/ bestimmt sind, der auf eine beliebige andere Richtung
Yy z

beziigliche Differentialcoefficient ohne Weiteres hinschreiben.

oV
Fragen wir insbesondere, wie der Differentialcoefficient a sich an-

dert, wenn der Punct p die Fldche durchschreitet, so konnen wir fol-
gende Gleichung bilden:

( '(3_V> _ (9_V> | coso )
[\ 9z /], or ) ]

(). (5) 115, () o
ol ) o), L\ /. 0y ) ]
_<8V) <8V) 1

+ || = — | = cos 6
L [\ 92/ 0z ) ] J

Nun haben wir vorher gesehen, dass die Differentialcoefficienten —

ox

und — beim Durchschreiten der Fldche keine sprungweise Aende-

rung erleiden, und demgemass sind die in den beiden ersten eckigen
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Klammern stehenden Differenzen gleich Null. Die in der dritten ecki-
gen Klammer stehende Differenz haben wir zu —4meh bestimmt. Wir
erhalten also fiir den Differentialcoefficienten, welcher nach einer Rich-
tung genommen ist, die mit der auf der Fliache errichteten Normale den
Winkel 6 bildet, folgende Gleichung:

(108) (8_V> —(8—‘/) = —4meh cosf.
al ) ., o),

§ 30.
Formeln, zu welchen man gelangt, wenn man den in
Gleichung (95) gegebenen Ausdruck der Potentialfunction
differentiirt.

Im vorigen § sind die Differentialcoefficienten der Potentialfunction
einer gleichformig mit dem Agens bedeckten ebenen Figur nicht unmit-
telbar aus dem ersten, in Gleichung (95) gegebenen Ausdrucke der Po-
tentialfunction abgeleitet, sondern vielmehr aus dem in Gleichung (99)
gegebenen, welcher aus jenem ersten dadurch entstanden war, dass wir
die Integration nach u vollzogen, und dann statt des Winkelelementes
d¢ das Element des Umfanges ds eingefiihrt hatten.

Wir wollen nun aber noch einmal zu der Gleichung (95), ndmlich:

V =c¢h d_w)
r

zuriickkehren, um zu sehen, zu was fiir Formeln wir gelangen, wenn wir
diese Gleichung differentiiren. Berticksichtigt man, dass zu setzen ist:

r=y(E— 2+ -y + 22
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so erhalt man durch die Differentiationen:

( OV E—x
%—E‘jl/ 7“3 dw
W _ n—y
(109) { 8_y_€h/ 7"3 dw
oV z
\5——8h/r—3dw.

Zu denselben Formeln, nur mit entgegengesetzten Vorzeichen, gelangt
man auch, wenn man direct die Kraftcomponenten X, Y und Z be-
stimmt.

Denken wir uns nun in diesen Formeln den durch die Coordina-
te z bestimmten Abstand des Punctes p von der Ebene unendlich klein
und Null werdend, so wird fiir diejenigen Flédchenelemente, welche den
Fusspunct des von p auf die Ebene geféllten Perpendikels zundchst um-
geben, fiir welche also die Grossen & — xz und n — y unendlich klein
werden, auch die in den Nennern stehende Grosse r unendlich klein.
Da nun r in den Nennern in der dritten Potenz vorkommt, wahrend die
Zahler die Grossen € —x, n—y und z nur in der ersten Potenz enthalten,
so werden die Briiche unendlich gross, und die Integrale sind somit in
der vorstehenden Form fiir den Fall, wo z unendlich klein oder Null ist,
nicht anwendbar. Es fragt sich nun, ob wir die Integrale so umgestalten
konnen, dass die zu integrirende Function endlich bleibt.

Bei dem letzten Integrale, durch welches der Differentialcoefficient

V
2. bestimmt wird, ist dieses leicht ausfithrbar, und wir konnen dadurch
z

die schon im vorigen § gefundene Gleichung (103) in anderer Weise, als
dort geschehen ist, ableiten. Es wird vielleicht nicht ohne Nutzen sein,
die Ableitung auch auf diesem Wege durchzufiihren, weil der in jener
Gleichung ausgesprochene wichtige Satz dadurch noch anschaulicher
wird. p,

Die Grosse —— stellt den Cosinus des Winkels dar, welchen der

”
von p nach dem Fléchenelemente dw gezogene Leitstrahl mit der z-Axe
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bildet. Da nun die Normale des Elementes mit der z-Axe parallel ist,
z
so konnen wir auch sagen, —— sei der Cosinus des Winkels zwischen

Leitstrahl und Normale. Bezeichnen wir diesen Cosinus, wie der in § 19
u. f. geschehen ist, mit ¢, so lautet die letzte der Gleichungen (109):

oV i
Bezeichnen wir ferner, wie es ebenfalls in jenen §§ geschehen ist, den
korperlichen Winkel der unendlichen schmalen Pyramide, welche den

Punct p als Spitze und das Flachenelement dw als Grundfliche hat,
mit do, so gilt die Gleichung:

do = +— duw.
r

Hierin ist das + Zeichen zu setzen, wenn p an der negativen Seite der
Ebene liegt, und der von p ausgehende Leitstrahl somit die Ebene von
der negativen zur positiven Seite durchschneidet, so dass der mit i be-
zeichnete Cosinus positiv ist; dagegen das — Zeichen, wenn p an der
positiven Seite der Ebene liegt.

Im ersteren Falle, wo p an der negativen Seite der Ebene liegt, geht
durch Einfithrung von do die obige Gleichung iiber in

oV
(110) > = 5h/da,

und hierin stellt das Integral den ganzen korperlichen Winkel dar, unter
welchem die gegebene Figur vom Puncte p aus erscheint. Im zweiten
Falle, wo p an der positiven Seite der Ebene liegt, erhélt man:

(110a.) 88_‘,2/ = —Eh/dO',

worin wiederum das Integral den korperlichen Winkel darstellt, unter
welchem die Figur von der jetzigen Lage des Punctes p aus erscheint.
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Denkt man sich nun, dass der Punct p an der einen oder anderen Seite
unendlich nahe an die Ebene heranriicke, so nimmt in beiden Féllen
der korperliche Winkel den Werth 27 an, und wir haben also zu setzen:

(8_V) = 2meh; (8_\/) = —27eh,
0z ) 0z )

woraus sich durch Subtraction ergiebt:

(a_v) _(a_v) ~ dmeh,
0z +0 0z ) _,

Weniger einfach macht sich die Sache bei den ersten beiden der drei
Gleichungen (109). Wollten wir, wie vorher, statt des Flédchenelementes
dw das Element des korperlichen Winkels do einfiihren, so wiirden wir

erhalten:
a—vzgh/i’f_—_xda; a—vzgh/i”_,yda,
ox ri dy ri

welche Ausdriicke fiir den Fall, wo z endlich klein oder Null ist, un-
brauchbar sind, weil dann unter den Elementen do solche vorkommen,
fiir welche die im Nenner stehende Grosse ¢ unendlich klein oder Null
wird. Wollten wir andererseits, wie es in § 28 geschehen ist, die Polar-
coordinaten u und ¢ um den Fusspunct des Perpendikels einfiihren, so
wiirden wir erhalten:

2 2 o1
a_vzgh//u S0 dg: 2V :eh//u SINQ L do,
ox r3 dy 73

worin zugleich zu setzen wére:
r=vu?+ 22

In diesen Ausdriicken wird, wenn z unendlich klein oder Null ist, fiir
unendlich kleine Werthe von « der Nenner ein unendlich kleines von
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héherer Ordnung, als Zahler, und die Ausdriicke sind daher ebenfalls
fiir unseren Zweck nicht dienlich.

Aus diesen Griinden habe ich den unter (95) gegebenen Ausdruck
der Potentialfunction in den unter (99) gegebenen umgeformt, in wel-
chem nur noch ein nach dem Umfange zu nehmendes Integral vor-
kommt, und dann erst habe ich die Differentiationen ausgefiihrt.

§ 31.
Verhalten der Differentialcoefficienten zweiter Ordnung der
Potentialfunction.

Es ist noch von Interesse, zu erfahren, wie sich unter der gemach-
ten Voraussetzung, dass das wirksame Agens nur iiber eine Flache
verbreitet ist, die Gleichung AV = 0 verhélt. Da sich unter dieser Vor-
aussetzung auf einer endlichen Flidche eine endliche Menge des Agens
befindet, die mathematische Fléache aber, wenn man ihre Grésse so be-
stimmen will, dass man sie als einen Theil des korperlichen Raumes
betrachtet, gleich Null zu setzen ist, so folgt daraus, dass die Dichtig-
keit des Agens, wenn man sie nicht als Flachendichtigkeit, sondern in
dem gewoOhnlichen Sinne als Raumdichtigkeit auffasst, unendlich gross
ist, und es entsteht daher die Frage, ob unter diesen Umsténden jene
Gleichung bis in unmittelbarer Nahe der Fliche giiltig bleibt.

Wir bilden dazu die zweiten Differentialcoefficienten der Potential-
function, welche in AV vorkommen. Aus Gleichung (101) ergiebt sich,

z
da der Bruch —= an der einen oder anderen Seite der Ebene bis an

z
diese selbst hinan constant ist:

0%V % , [
R2 - 22
—€h/ 2 i’ ds
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Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (106):

2 !
a—V:—ah/f xo/ds

2 3
(112) Ox R
o*V n -y
— = —¢h 3 ds.
Oy? R3
und somit:
*V OV (€ —2)' + (0 —y)b
(113) W + (9_3/2 = —Eh/ 7 ds
= —¢h % 1 ds.

0?V
Dieser letzte Ausdruck ist dem in (111) fiir ——- gefundenen gleich und
entgegengesetzt, und beide heben sich somit bel der Addition auf, und
man erhalt:

AV = 0.

Diese Gleichung gilt hiernach an beiden Seiten der Fléache bis dicht
an sie hinan.

Will man statt des bisher benutzten Coordinatensystems z, vy, z,
dessen z-Axe auf der Ebene senkrecht steht, ein anderes rechtwinkli-
ges Coordinatensystem x1, y;, 21 anwenden, so kann man durch eine
ahnliche Betrachtung, wie sie am Ende des § 29 vorkam, jeden der drei
Differentialcoefficienten

o?vV 0’V 9V
or?’ oyl 073

durch die sechs Differentialcoefficienten

o’V oV 9V 9V 0*V 0*V
ox2’  Oy?’ 0227 0x0y Oxdz Oydz
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ausdriicken, von denen auch die drei letzten endliche Grossen sind, wel-
che sich leicht aus (106) ableiten lassen. Durch Addition der Ausdriicke
ergiebt sich dann sofort, dass

0*V N 0*V N PPV PV N 0*V N 0*V
0x? Oy} 0z 0x2 Oy 022

sein muss. Der Schluss, dass die Gleichung AV = 0 auch bei unendli-
cher Annéherung an die Flédche giiltig bleibt, ist also von der Wahl des
Coordinatensystemes unabhéngig.

In der Fléche selbst ist die Gleichung nicht anwendbar, weil hier die

. z . . .
Grosse — eine sprungweise Aenderung erleidet.

NZ

§ 32.
Betrachtung einer gleichformig mit Agens bedeckten
Kugelflache.

Es wird vielleicht nicht unzweckmassig sein, an die gleichférmig mit
Agens bedeckte ebene Figur noch einen anderen speciellen Fall, ndmlich
die gleichférmig mit Agens bedeckte Kugelfliche anzuschliessen, weil
diese sich besonders leicht behandeln l&sst.

Fiir eine solche Kugelfliche haben wir namlich schon in § 12 die
innere und &dussere Potentialfunction V; und V. bestimmt. Wenn a den
Radius der Kugelfliche und p den Abstand des Punctes p von ihrem
Mittelpuncte bedeutet, so konnen wir geméss der dort unter (35) gege-
benen Gleichungen setzen:

Vi, = 4dmeha
2
V, — dreh .
p

Da nun die Gerade, deren Linge durch p dargestellt wird, auf der Ku-
gelflache senkrecht ist, so ist, wenn wir die Normale auf der Flache nach
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Aussen hin als positiv rechnen, der nach p genommene Differentialco-
efficient zugleich der nach der Normale genommene Differentialcoeffi-
cient, und zwar haben wir an der fiir die Normale positiven Seite den
Differentialcoefficienten von V, und an der negativen Seite den von V;
zu nehmen. Betrachten wir von diesen beiden Differentialcoefficienten
die in unmittelbarer Ndhe der Fléache geltenden Werthe, so konnen wir,
wenn wir die Normale mit n bezeichnen, setzen:

)% ), (%)

on ), dp ) -y’ on ) _, dp ) —a

Der letztere Differentialcoefficient ist Null, weil V; constant ist, der er-
stere dagegen giebt:

2
<dVe> = —4rweh (a_2> = —A4meh.
dp ) p—a 0°) p=a

Folglich erhélt man:

(). () -
on ) on ) _,

welches die in § 29 unter (103) gegebene Gleichung ist.

Um nun auch nach anderen Richtungen, z. B. nach den Coordina-
tenrichtungen eines beliebigen rechtwinkligen Coordinatensystems dif-
ferentiiren zu konnen, brauchen wir nur zu beriicksichtigen, dass fiir p
folgender Ausdruck gilt:

p=1/(x—20)%+ (y—v0)2+ (2 — 20)%

worin xg, 1o, 2o die Coordinaten des Mittelpunctes der Kugelfldche be-
deuten. Dann erhalten wir:

V. dV. 0p A a’ r — x
ox  dp Ox P2 p
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Setzen wir hierin p = a und bezeichnen zugleich den Winkel zwischen
der z-Richtung und der Richtung von p, welche zugleich die Richtung
der Normale ist, mit #, so kommt:

(8‘/6) = —4meh cos.
p=a

oz

Um diese Gleichung mit der frither gegebenen entsprechenden Glei-
chung auch der Form nach in Uebereinstimmung zu bringen, denken
wir uns durch den betreffenden Punct der Oberfliche, dessen Coordi-
naten &, 1, ( heissen mogen, eine Gerade parallel der x-Axe gezogen,
und bezeichnen fiir einen auf dieser Geraden beweglichen Punct die
Differenz = — £ mit [. Dann konnen wir, indem wir die Aussenseite der
Flache als die positive betrachten, setzen:

(8_V) = (8Ve> = —4meh cos .
ol )., or ) ,_,

AN AN

o) , \ox —a -
und es kommt somit

8—V — 8—V = —4meh cos v,
ol )., o),

welches die in § 29 unter (108) gegebene Gleichung ist.

Was ferner die Differentialcoefficienten zweiter Ordnung nach den
Coordinaten anbetrifft, so erkennt man sofort, dass innerhalb und aus-
serhalb bis dicht an die Flédche hinan die Gleichungen AV; = 0 und
AV, = 0 gelten.

Zugleich ist:
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§ 33.
Betrachtung einer beliebig gekriimmten Flache, in welcher
die Dichtigkeit des Agens nicht constant zu sein braucht.

Wir wenden uns nun zur Betrachtung des allgemeinen Falles, wo
die Fliche welche das Agens enthilt, beliebig gekriimmt und
die Vertheilung des Agens ungleichformig ist; indessen wollen
wir nicht alle fiir die einfacheren Félle gemachten Entwickelungen auch
hier durchfiihren, sondern uns darauf beschranken, den in § 29 und im
vorigen § gefundenen, durch die Gleichung (103) ausgedriickten Satz all-
gemein zu beweisen. Wir kénnen denselben folgendermaassen ausspre-
chen. In irgend einem Puncte P der Flache sei eine Normale errichtet;
in dieser denken wir uns den Punct p beweglich und bezeichnen seinen
Abstand vom Fusspuncte P der Normale mit n, wobei diese Grosse an
der einen Seite der Fliache als positiv und an der anderen als negativ
gerechnet wird. Dann ist:

oV oV
I1I. -— — == — 4
(IIL.) (8n>+0 (871)0 meh,

worin die Indices +0 und —0 die Grenzwerthe andeuten sollen, denen

V. . o .
— sich néhert, wenn der Punct p von der positiven oder negativen

dn
Seite aus unendlich nahe an die Flache hinanriickt, und A den Werth

bedeutet, welchen die fiir einen beliebigen Punct mit A’ bezeichnete
Fléachendichtigkeit in dem Puncte P hat, wo die Normale errichtet ist.

Die Entwickelungen, welche fiir den Beweis dieses Satzes nothig
sind, sind in vieler Beziehung den in § 24 enthaltenen &hnlich. Wir legen
wieder im Puncte P an die Fliche eine Tangentialebene, und nehmen
diese zur zy-Ebene unseres Coordinatensystemes, und die Normale zur

z-Axe, so dass o und — gleichbedeutend sind. Wir brauchen auch

n
hier von der Flache nur ein sehr kleines aber endliches Stiick um P
speciell zu betrachten. Nennen wir namlich die Potentialfunction dieses
kleinen Stiickes fiir sich allein V; und die Potentialfunction der gesamm-
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ten iibrigen Flache V5, so dass

V=Vi+V

ist, so sind fiir ~—2 die in der vorigen Gleichung enthaltenen Grenzwert-

n
he unter einander gleich, da dieser Differentialcoefficient im Puncte P
keine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden kann. Es ist also:

()., (%)
Zr2 (22 =0,
on +0 on ) _,

und wenn daher bewiesen werden kann, dass die Gleichung:

(114) (a_v) _(a_v) — dnch
on +0 on ) _,

gilt, so ist damit auch die Gleichung (III.) bewiesen.

Wenn fiir ein Fldchenelement dw bei dem Puncte (§,7,(), wo die
Dichtigkeit h' stattfindet, der Abstand vom Puncte p mit r bezeichnet
wird, indem

r= VETE TP

ist, so hat man:

h/
(115) Vo= 5/?%,

worin die Integration iiber das betrachtete kleine Flachenstiick auszu-
dehnen ist. Hierin wollen wir statt A’ den gleichbedeutenden Ausdruck:

hl
h’y—l—(——h)fy
v

schreiben, worin ~, wie in § 24, den Cosinus des Winkels bedeutet,
welchen die auf dw errichtete Normale mit der z-Axe bildet, eine Grosse,
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die bei P selbst gleich 1 und in der Nahe von P wenig von 1 abweichend
ist. Dadurch kommt:

!
Vlzsh/zdw+5/(z—h)zdw,
T Y T

woraus wir durch Differentiation erhalten:

oy (¢ —2)y n' (C—2)y

Ferner ist, wenn die Cosinus der Winkel, welche die vorher erwahnte
Normale auf dw mit der z- und y-Axe und mit dem Leitstrahl r bildet,
a, [ und 7 heissen:

S_Gatnft(C—2)y
r
(C—2)y _, Catns

r r

Y

und die vorige Gleichung geht daher iiber in:

(116) % :Eh/;dw—i-&‘h/_go;?)_nﬁdwﬁ-g/ <h/_h> de

g s

Die drei hierin vorkommenden Integrale wollen wir zur Abkiirzung
durch die Buchstaben E, F' und G bezeichnen, so dass die Gleichung
lautet:

oV;
(116a.) a—lzehE+ghF+sG.

z

Die beiden letzten dieser Integrale erlauben eine andere Behandlung,
als das erste, weil in ihnen die zu integrirenden Functionen Factoren
enthalten, welche beim Puncte P gleich Null werden, was in dem ersten
nicht der Fall ist. Wir wollen daher das Integral F gesondert und dann
die Integrale F' und G gemeinsam betrachten.
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§ 34.
Verhalten der Grosse F.

Wir fithren in E statt des Flachenelementes dw, wie in § 24, das
Element do des korperlichen Winkels ein, und erhalten:

E:/ida.

Um die Wahl des Vorzeichens einfach ausdriicken zu konnen, wollen wir
die beiden Seiten der Fliache, nach welchen die Normale n positiv und
negativ gerechnet wird, kurz die positive und negative Seite der Fléche
nennen. Dann ist, wenn der von p nach dw gezogene Leitstrahl, indem er
wachst, die Flache von der negativen zur positiven Seite durchschnei-
det, do mit dem Pluszeichen zu nehmen, im anderen Falle mit dem
Minuszeichen.

Wenn daher p sich in dem negativen Theile der Normale n befin-
det, so gilt fiir den ersten Durchschnitt irgend einer Elementarpyrami-
de mit der Flache das Pluszeichen, fiir den zweiten, falls die Flache so
gekriimmt ist, dass zwei Durchschnitte vorkommen, das Minuszeichen
u. s. f. Daraus folgt, wie man leicht sieht, dass das ganze Integral den
korperlichen Winkel darstellt, unter welchem der Umfang des
betrachteten Flichenstiickes von p aus erscheint, und zwar ist
von den beiden korperlichen Winkeln, in welche der ganze Winkelraum
durch die von p aus durch den Umfang gelegte Kegelfliche getheilt wird,
derjenige zu nehmen, in welchem der Fusspunct P der Normale liegt.

Befindet sich p in dem positiven Theile der Normale, so ist bei je-
der Elementarpyramide fiir den ersten Durchschnitt das Minuszeichen,
fiir den zweiten das Pluszeichen u. s. f. anzuwenden, wodurch das ganze
Integral eine negative Grosse wird. Der absolute Werth dieser Grosse
stellt wieder den korperlichen Winkel dar, unter welchem der Umfang
des Flachenstiickes von p aus erscheint, und zwar ebenfalls denjenigen
der beiden in Betracht kommenden Winkel, in welchem der Fusspunct P
liegt. Aus dem letzteren Umstande folgt, dass in diesem Falle der kor-
perliche Winkel nach der entgegengesetzten Seite zu nehmen ist, als im
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vorigen. Denkt man sich also zwei Lagen von p zu beiden Seiten des
Fusspunctes P, aber beide unendlich nahe demselben, und somit auch
unter einander unendlich nahe, so erhélt man fiir diese beiden Lagen
zwei korperliche Winkel, welche sich zu 47 ergénzen. Demnach konnen
wir, wenn wir fiir den Fall, wo der Punct p an der negativen Seite liegt,
den korperlichen Winkel mit o7 bezeichnen, schreiben:

E_o=o0;
E+0 = —(47T — 0'1).

Bilden wir nun die Differenz E,y — E_g, so hebt sich darin die ein-
mal mit dem + Zeichen und einmal mit dem — Zeichen vorkommende
Grosse o auf, und es bleibt:

(117) E+0 - E_Q = —A4m.

§ 35.
Verhalten der Grossen F und G.

Wir betrachten nun die beiden anderen in der Gleichung (116) vor-
kommenden Integrale F' und G. Diese lauten:

/ fa—nﬁ
GZ/(T’QCT T

Es soll nun bewiesen werden, dass diese Integrationen bestimmt aus-
fiihrbar sind und dass, wenn z von einem kleinen negativen Werthe
durch Null zu einem positiven iibergeht, die Integrale dabei keine
sprungweise Aenderung erleiden.

In dem ersten konnen wir, wie in § 24, setzen:

(118)
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wodurch es iibergeht in:

0 0
= / 3 U v dw
,
Ferner wollen wir in der xy-Ebene statt der rechtwinkligen Coordinaten

¢ und 7 um denselben Anfangspunct die Polarcoordinaten u und ¢
einfithren, dann ist:

E=wucosp, n=usiny

und somit:
0¢ CoS on si
— = :  — =sin
au <p7 au g07

und wenn wir mittelst dieser Gleichungen cos ¢ und sin ¢ aus den vo-
rigen eliminiren:

- Ou ”_au

Dadurch nimmt der in F' vorkommende Zéahler eine einfachere Form an,
némlich:

9¢ ., oC _ (9¢ 05 IC On %
o€ +_n_<8_§'%+8n 6u)u "

Endlich kénnen wir in beiden Integralen fiir das Product v dw, wel-
ches die Projection des Elementes dw auf die xy-Ebene darstellt, ein
Element dieser Ebene setzen, und dann die Integration iiber die Pro-
jection des betrachteten Fléchenstiickes auf die Ebene ausfithren. Das
Element der Ebene, in Polarcoordinaten ausgedriickt, ist u du dp, und
die Gleichungen (118) gehen somit tiber in:

2
F://gC u3dudg0
(119) uor

// (— - h) ng)u du dgp.
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Nehmen wir nun zunéchst an, dass die Flache an der betrachteten
Stelle nur eine endliche Kriimmung habe, und dass auch die Dich-
tigkeit h sich in der Ndhe derselben nur allmélig &ndere, dass also ihre
Differentialcoefficienten endliche Gréssen seien, so konnen wir,
da die xy-Ebene im Puncte P Tangentialebene ist, setzen:

¢ = mu?

o
(120) ou Y

h/

;—h:nu,

worin m, m’ und n Functionen von u und ¢ sind, welche fiir kleine Wer-
the von u nicht unendlich gross werden. Durch Einsetzung der beiden
letzten Formeln in die Ausdriicke (119) gehen diese iiber in:

o) F—//mlgdudf
G://n%dudgo.

Bedenkt man hierbei, dass

R (T

ist, so sieht man leicht, dass die zu integrirenden Functionen fiir keine
Werthe von u und z unendlich gross werden kénnen, und dass somit
die Integrationen bestimmt ausfiihrbar sind.

Um noch zu zeigen, dass die Ausdriicke beim Durchgange von z

durch Null keine sprungweise Aenderung erleiden, wollen wir die Gros-

1

se — in eine Reihe entwickeln. Die Formel von r lautet, wenn man
r

darin fiir ¢ seinen in (120) gegebenen Werth setzt:

r=vu2+ 22 — 2mzu2 + m2ut.
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Hierin wollen wir die Grésse ¢ mit der Bedeutung
(122) t=vu?+ 22

einfiihren, dann kommt:

r=Vt2 — 2mzu? + m2u?

2u? ut
— _ I 2
t\/l 2m 2 +m 2

und daraus folgt weiter:

1 1 2?3 L ut
Wenn man diese Reihe, welche stark convergirt, weil u nur kleine Wer-
the haben kann, in die Ausdriicke (121) einsetzt, und im letzteren der-
selben auch im Zé&hler fiir ¢ seinen Werth aus (120) setzt, so kann man
schreiben:

3 5
F://m’%dudgo—i—//i%mm’Ztig)dudcp—etc.
(123)

2 4
G’:—//n%dud@—l—//mn%dud(p—etc.

Auf diese Weise ist jede der Grossen F' und G in eine Reihe von
Gliedern zerlegt, von denen das erste unter den Integralzeichen einen
Bruch enthélt, der im Zahler in Bezug auf z und u von demselben
Grade ist, wie im Nenner in Bezug auf ¢, wihrend die folgenden Glieder
Briiche enthalten, die im Zéhler von hoherem Grade als im Nenner
sind. Diese letzteren Glieder lassen sich kurz abmachen. Wenn man
von einem derselben den Differentialcoefficienten nach z bilden will,
so kann man unter den Integralzeichen differentiiren, wodurch dort ein
Bruch entsteht, dessen Zéhler noch von gleichem oder hoherem Grade
als der Nenner ist, und da ein solcher Bruch fiir keine Werthe von
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z und u unendlich gross werden kann, so muss auch das Integral fiir
alle Werthe von z endlich bleiben. Da somit der Differentialcoefficient
des betrachteten Gliedes endlich bleibt, so kann das Glied selbst beim
Durchgange von z durch Null keine sprungweise Aenderung erleiden.
Es bleibt also in jedem der beiden obigen Ausdriicke nur das erste
Glied besonders zu behandeln, um auch an ihm dieselbe Eigenschaft
nachzuweisen. Wir wollen diese Grossen mit F' und G’ bezeichnen,

indem wir setzen:
3
U
= / / m’—§ du dp
(u? + 22

// dudnp
(u? 4 22)

Statt der ersten dieser beiden Grossen wollen wir noch eine andere
bilden. Wir bezeichnen den Werth, welchen F” fiir z = 0 annimmt,

mit A, ndmlich:
= / m’ dudep

und bilden dann die Differenz:

3
)2 — b
(125) // (u> +27) L dudp.
(u? 4 22)2

Von den beiden Grossen F’' — A und G’ ldsst sich nun leicht bewei-
sen, dass sie, wenn 2z unendlich klein und Null wird, ebenfalls
unendlich klein und Null werden miissen. Setzt man namlich in
den unter den Integralzeichen stehenden Briichen fiir z einen unendlich
kleinen Werth, so werden die Briiche fiir alle endlichen Werthe von u
unendlich klein, und nur fiir unendlich kleine Werthe von u nehmen sie
endliche Werthe an, die man leicht ndher bestimmen kann. Der erste
Bruch:

(124)

3
(u? +22)2 —u?

3
(u? + 22)2



§ 35. I. Die Potentialfunction. 102

geht, wenn v bis Null abnimmt, in den Grenzwerth 1 iiber. Der zweite

Bruch:

2u?

(u? + 22)%
zeigt ein etwas complicirteres Verhalten. Wenn u soweit abnimmt, dass
es ein unendlich Kleines von derselben Ordnung wie z wird, so wird
dadurch der Bruch endlich, und wenn u noch weiter abnimmt, so dass
es ein unendlich Kleines von héherer Ordnung als z wird, so wird der
Bruch wieder unendlich klein. Sei ndmlich ¢ eine unendlich kleine Gros-
se, und setzen wir:

z=ad, u=Dbo,

worin a und b endliche Coefficienten sind, so geht dadurch der vorige
Bruch iiber in:
ad . b*5? ab?

3 = 3
(0262 4+ a26%)2  (b®> +a?)2
setzen wir dagegen:
z=ad; u=0bd>

so geht der Bruch iiber in:
ad . b*5* B b2
(@) @

Das Wesentliche aber, worauf es fiir unsere Betrachtung ankommt, gilt
fiir den einen Bruch so gut, wie fiir den anderen, ndmlich dass das In-
tervall von u, innerhalb dessen der Bruch einen endlichen Werth hat,
nur unendlich klein ist, und dass ferner, wenn man sich denkt, dass der
schon unendlich kleine Werth von z noch immer kleiner bis Null werde,
dann auch einerseits jenes Intervall von u, innerhalb dessen der Bruch
endlich ist, und andererseits die ausserhalb dieses Intervalles stattfin-
denden unendlich kleinen Werthe des Bruches immer kleiner bis Null
werden. Daraus folgt, dass, wenn man die in " — A und G’ angedeutete



§ 35. I. Die Potentialfunction. 103

Integration nach u von v = 0 bis zu einem beliebigen endlichen Werthe
von u ausfiithrt, man dadurch Grossen erhalten muss, die mit z zugleich
unendlich klein und Null werden.

Man kann dieses letztere Resultat auch noch auf eine andere Art
beweisen, welche vielleicht noch klarer ist. Betrachten wir zuerst die
Grosse F' — A, so ist darin der vorher besprochene Bruch mit dem Fac-
tor m’ behaftet, welcher von v abhédngt. Wenn nun die Integration nach
u zwischen irgend zwei Grenzen ausgefiihrt werden soll, so kann man
sicher sein, dass das dadurch entstehende Integral seinem Werthe nach
zwischen denjenigen beiden Integralen liegt, welche man erhélt, wenn
man statt der verdnderlichen Grosse m’ ein Mal den grossten Werth,
welchen sie zwischen jenen beiden Grenzen von u hat, und das ande-
re Mal den kleinsten Werth setzt, und dann die Integration ausfiihrt.
Wenn man daher findet, dass diese beiden letzten Integrale unendlich
klein oder Null werden, so muss man schliessen, dass dasselbe auch mit
jenem urspriinglich gegebenen Integrale der Fall ist. Ebenso verhélt es
sich mit der Grosse G’ in Bezug auf den Factor n. Nun ldsst sich aber in
beiden Ausdriicken, wenn man fiir m’ und n constante Werthe setzt, die
Integration nach u sofort wirklich ausfiihren. Bezeichnen wir die con-
stanten Werthe zum Unterschiede mit m} und n; und integriren von
u =0 bis u = U, wo U irgend einen endlichen Werth bedeuten soll, so
kommt:

3
U 2 2\5 3 2
+2%)2 —u U? 4 222 =
"o VIR 2

_ a V2 _ V>
_nl[ U2+Z2+zlog(U—i— U? 4 2%) — zlog }

Man sieht sogleich aus der Form dieser Ausdriicke, dass sie mit z zu-
gleich unendlich klein und Null werden, und zwar fiir alle beliebigen
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Werthe der constanten Factoren m/ und n;, und somit auch fiir die
oben erwihnten grossten und kleinsten Werthe. Demnach muss das-
selbe Resultat auch giiltig bleiben, wenn statt der constanten Werthe
wieder die verdnderlichen Factoren m’ und n eingefithrt werden, und
daraus folgt weiter, dass auch die ganzen Grossen F’' — A und G’ mit z
zugleich unendlich klein und Null werden miissen, und dass daher die
Grossen F” und G’ beim Durchgange von z durch Null keine sprung-
weise Aenderung erleiden kénnen.

Da dasselbe, was hier von F’ und G’ gefunden ist, sich dem oben
Gesagten nach auch auf die vollstédndigen in (123) gegebenen Ausdriicke
von F' und G ausdehnen lésst, so konnen wir schreiben:

(126)

F+0 - F_() - 0
G+0 - G,O = 0

Gehen wir nun zu der Gleichung (116a.) zuriick, und beriicksichtigen
dabei die Gleichung (117), so erhalten wir:

oV, AN o
(E) 0 — (E) » = 5]’L(E+0 E_()) = 47T6h.

Da die z-Axe in der Richtung der Normale genommen ist, so kann man
statt des Differentialcoefficienten nach z auch den nach n schreiben,

also: IV o1
(_1) _(_1) — dneh,
on ) on ) _,

Hieraus ergieht sich nach dem, was in § 33 gesagt ist, sofort auch die
zu beweisende Gleichung (II1.):

(8_V) _(8_V) = —4meh.
on ) on ) _,
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§ 36.
Specieller Fall, wenn an der betreffenden Stelle die
Kriimmung der Fliche unendlich gross ist, oder die
Dichtigkeit sich unendlich schnell dndert.

Bei dem vorigen Beweise wurde vorausgesetzt, dass die Kriimmung
der Flache an der betreffenden Stelle endlich sei, und auch h sich in der
Néhe dieser Stelle nur allmélig &ndere. Wir wollen nun diese Voraus-
setzung fallen lassen, und statt der Gleichungen (120) schreiben:

¢ = mu't

¢ /
(127) EoilLs

h/

— — h =nu",

Y

worin m, m’ und n dieselbe Bedeutung haben, wie frither, und p und v

irgend welche positive Grossen sind. Wenn p < 1 ist, so wird der Dif-
2

ferentialcoefficient T2

>, und mit ihm die Krimmung der Flache fir
u

h/
O—
u = 0 unendlich gross. Ist v < 1, so wird 7 und daher im Allgemei-
u
/
nen auch — fiir v = 0 unendlich gross. Dessenungeachtet ldsst sich

beweisen, dzgss die Gleichung (III.) giiltig bleibt, so lange die Grossen
1 und v nur angebbare positive Werthe haben.

Wir kénnen dabei wieder, nachdem wir die Grossen F' und G in
Reihen entwickelt haben, unsere Aufmerksamkeit auf das erste Glied
jeder Reihe beschrinken, denn man erkennt leicht, dass, wenn sich fiir
dieses Glied die fraglichen Eigenschaften nachweisen lassen, (ndmlich
dass die Integration bestimmt ausfiihrbar ist, und das Integral beim
Durchgange von z durch Null keine sprungweise Aenderung erleidet),
dann dieser Nachweis bei den hoheren Gliedern um so weniger Schwie-
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rigkeiten haben kann. Wir erhalten daher statt (124) die Ausdriicke:

//m 5 dudg
(u? + 22)2

1+v
G’:—//nL;dudgb.
(u? 4 22)2

In den hier vorkommenden Briichen sind, wenn g und v kleiner als 1
sind, die Zahler von niedrigerem Grade als die Nenner, und die Briiche
bleiben daher nicht fiir alle Werthe von z und u endlich. Indessen lésst
sich diese Schwierigkeit durch die schon in § 25 angewandte Art der
Umformung beseitigen. Fiihren wir namlich statt der Veranderlichen u
die beiden Verdnderlichen v’ und «” ein mit der Bedeutung:

(128)

u —u* und v’ = u”,

o C—
2

uﬂ+z2)

2
G’z—//g.%du”dqﬁ.
(v + 22)2

Bei dieser Form der Ausdriicke bleiben die zu integrirenden Functionen
fiir alle Werthe von z und von «' und «” endlich, und es lassen sich
auf diese Ausdriicke dieselben Betrachtungen anwenden, wie auf die
Ausdriicke (124) im vorigen §, und man erhélt daher wieder als Resultat
die Gleichung (IIL.).

Diese Gleichung hort erst dann auf giiltig zu sein, wenn die Glei-
chungen (127) fiir keine angebbaren positiven Werthe von p und v an-
wendbar sind. Dabei ist aber zu bemerken, dass die meisten Félle dieser
Art schon von selbst von dem durch die Gleichung (III.) ausgedriick-
ten Satze ausgeschlossen sind. Bildet die Fléche an der betreffenden

so kommt:

(129)

\
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Stelle eine scharfe Spitze oder Kante, so dass es dort keine bestimmte
Tangentialebene giebt, so giebt es auch keine bestimmte Normale, und

der Differentialcoeflicient — hat daher keinen Sinn. Erleidet ferner die

Dichtigkeit h' gerade an dep betreffenden Stelle eine sprungweise Aen-
derung, so hat h keinen bestimmten Werth und die Gleichung verliert
dadurch ihre Bedeutung. Es bleiben also nur solche Fiélle iibrig, wie zu
Ende des § 25 einer als Beispiel angefiihrt ist, welche aber zu speciell
sind, um sich hier einer besonderen Betrachtung zu verlohnen.

§ 37.
Potentialfunction einer gleichformig mit Agens bedeckten
geraden Linie.

An den in den §§ 27 bis 36 betrachteten Fall, wo das Agens sich auf
einer Flache befindet, schliesst sich, bei geometrischem Fortschreiten
der practisch freilich weniger wichtige Fall an, wo das Agens iiber eine
Linie stetig verbreitet ist, so dass sich auf einem endlichen Linienstiicke
eine endliche Menge des Agens befindet.

Der einfachste Fall dieser Art ist der, wo ein Stiick einer geraden
Linie so mit dem Agens bedeckt ist, dass sich auf gleichen Langen-
abschnitten gleich viel davon befindet, und da dieser Fall die hier
in Betracht kommende Eigenschaft der Potentialfunction besonders be-
quem erkennen lasst, so moge er zuerst behandelt werden.

Die mit dem Agens bedeckte Gerade moge als z-Axe eines recht-
winkligen Coordinatensystemes genommen werden. Ein Element der-
selben heisse dz’ und die darauf befindliche Menge des Agens werde
mit gdz' bezeichnet, worin ¢ die als constant vorausgesetzte Linien-
dichtigkeit bedeutet. Die dem Anfangs- und Endpuncte der Geraden
entsprechenden Werthe von 2z’ sollen a und b heissen. Der Punct p mit
den Coordinaten x, y, z, fiir welchen die Potentialfunction zu bestim-
men ist, soll eine solche Lage haben, dass der Werth von z zwischen
a und b liegt.
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Die fiir die Potentialfunction geltende Gleichung ist:

b /

dz
V:e/ s
). Va2 + (2 = 2)?

oder, wenn wir den Abstand des Punctes p von der Geraden mit p
bezeichnen, und demgeméss setzen:

p= Vet t+y?

so kommt:

b d /
(130) V= eg/ - .
o VPP F(Z=2)?

Hierin lasst sich die Integration ausfiihren, und giebt:

b 21 (h_ 2)2
V =eglog il ) .
a—z+\/p*+ (a—2)?

Multipliciren wir den unter dem Logarithmuszeichen stehenden Bruch
in Zahler und Nenner mit z —a + \/p? + (2 — a)?, so wird der Nenner
einfach p?, und der Ausdruck lisst sich dann so schreiben:

V = —2eglog p + eglog |:b—Z+ VP2 + (b—z)Q}

(131)
+eglog [z—a+ p2+(z—a)2] )
Setzt man hierin wieder fiir p seinen Werth /22 + y2, so hat man V'
als Function von z, y, z und kann nach jeder der drei Coordinaten
differentiiren.

Von besonderem Interesse sind die Werthe, welche die Potential-
function V' und ihr nach p genommener Differentialcoefficient anneh-
men, wenn p unendlich klein und Null wird, wenn also der betrachtete
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Punct sich der mit Agens bedeckten Linie unendlich ndhert und sie er-
reicht. Dividirt man die vorige Gleichung durch log p, und lasst dann p
bis Null abnehmen, so verschwinden die beiden letzten Glieder an der
rechten Seite, weil der Nenner log p unendlich gross wird, wiahrend die
Zéhler endlich bleiben, und es kommt somit, wenn man den auf p = 0
beziiglichen Grenzwerth durch den beigesetzten Index 0 andeutet:

(132) ( V )0 = —2eg.

log p

Differentiirt man ferner die obige Gleichung nach p, multiplicirt sie
darauf mit p und lésst dann p zu Null werden, so verschwinden wieder
die beiden letzten Glieder, und es bleibt:

ov
133 — | = —2¢g.
(13) (05 ) =20

Diese Gleichungen sind fiir die Potentialfunction einer nur auf einer
Linie befindlichen Menge des Agens characteristisch.

§ 38.
Beweis der characteristischen Gleichungen fiir eine
gekriimmte und ungleichformig mit Agens bedeckte Linie.

Wir wollen nun statt der geraden Linie, auf welcher die Dichtigkeit
constant ist, eine beliebig gekriimmte Linie mit verdnderlicher Dichtig-
keit betrachten, wobei wir nur voraussetzen wollen, dass die Krimmung
iiberall endlich sei, und die Dichtigkeit sich nur stetig &ndere. Bei der
Behandlung dieses allgemeinen Falles wollen wir uns aber darauf be-
schrianken, zu beweisen, dass auch fiir ihn die obigen characteristischen
Gleichungen gelten.

In irgend einem zur Betrachtung ausgewahlten Puncte der mit dem
Agens bedeckten Linie denken wir uns die Tangente an dieselbe gelegt,
und nehmen diese als z-Axe und zwei beliebige durch den Beriihrungs-
punct gehende, auf ihr und unter einander senkrechte Gerade als z- und
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y-Axe eines Coordinatensystems. Den Punct p denken wir uns im po-
sitiven Arme der z-Axe liegend, so dass die Coordinate x zugleich der
senkrechte Abstand des Punctes von der Linie ist.

Ist nun ds irgend ein Element der Linie mit den Coordinaten 2/, ¢/, 2/
und wird die darauf befindliche Menge des Agens mit ¢’ ds bezeichnet,
so ist die Potentialfunction:

V:g/ g ds
\/(x—x’)2+y’2+2’2’

woraus folgt:

3
2

ov / g (z —2a')ds
—_— = —¢

ox [(z — 2/)2 + 2 + 27
Diese Ausdriicke sollen nun soweit berechnet werden, dass die Werthe

v
und x — fir x = 0 bestimmt werden konnen.
log x x

Dabei braucht die Integration nur fiir ein sehr kleines Stiick der Linie
zu beiden Seiten des Anfangspunctes der Coordinaten ausgefiihrt zu
werden, denn fiir die Potentialfunction der entfernteren Theile versteht
es sich von selbst, dass sie und ihr Differentialcoefficient nach x endlich

von

und z fur

bleiben, und dass somit die Producte derselben mit
ogx
x = 0 verschwinden.
Um die Ausdriicke fiir unsere Betrachtung geeignet zu machen, miis-
sen sie umgeformt werden. Sei dz’ die Projection des Elementes ds auf
die z-Axe und ~ der Cosinus des Winkels, welchen ds mit der z-Axe

bildet; dann ist:
1
ds = = d7'.
Y

/
Nach Einfiihrung dieses Werthes fiir ds betrachten wir die Grosse g

f)/
Die Dichtigkeit im Anfangspuncte der Coordinaten sei mit g bezeich-
net. Da ferner der mit v bezeichnete Cosinus im Anfangspuncte der
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Coordinaten, wo die Linie die z-Axe beriihrt, gleich 1 ist, so hat der
/
ganze Bruch g—, welcher als Function von 2z’ angesehen werden kann,

Y
fiir 2/ = 0 den Werth ¢, und fiir andere Werthe von 2’ kann man setzen:

/
g—:g—l—lz’,

worin [ eine Function von 2’ ist, welche fiir kleine Werthe von 2’ nicht
unendlich gross wird. Die Gleichung fiir V' lautet dann:

(g+12')d
\/x_x _}_y/Q_}_Z/Q'

Nun kann man ferner, weil die Linie im Anfangspuncte der Coordinaten
die z-Axe beriihrt, setzen:

o =mz? Y =n?

worin m und n ebenfalls endliche Functionen von 2z’ sind. Indem wir
diese Werthe anwenden, und zugleich, dhnlich wie in § 35, das Zeichen ¢

mit der Bedeutung
t=vVa?+ 22

einfiithren, erhalten wir:

V:g/ (g +12)d
zf\/1—2mg”lf—2/2+(m?—|rn2)f%24

worin wir den unter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck folgen-
dermaassen in eine Reihe entwickeln konnen:

1 z xz" xz" ,
V:a/(g;—i—l?—i-gm 3 +Im 5 —etc.)dz.

Integriren wir nun zunéchst das erste Glied der Reihe von irgend
einem kleinen negativen Werthe von 2/, welcher —a heissen moge, bis
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zu einem kleinen positiven Werthe, welcher b heissen moge, so erhalten
wir, dhnlich wie in § 37:

b /
d
eg/ ¢ =eg|—2logx + log(a + Va2 + a?)
—a VX% + 22
+log(b+ Va2 +b?)|.

Wenn wir diese Gleichung durch logx dividiren, und dann x gleich
Null werden lassen, so verschwinden die beiden letzten Glieder an der
rechten Seite, und es kommt:

1 /b dz’ 5
€ — | = —2¢g.
g logx J_, /a2 + 22 g

Was nun die iibrigen Glieder der in dem Ausdrucke von V' unter dem
Integralzeichen stehenden Reihe anbetrifft, so sind diese alle in Bezug
auf z, 2/ und ¢ von hoherer Ordnung, als das erste, und man sieht sofort,
dass ihre Integrale nicht unendlich gross werden konnen, und dass somit

fir x = 0 verschwinden miissen. Man

die Producte derselben mit
ogxr
erhalt also im Gangzen:

(134) ( 4 >O ~ 9y

log

In gleicher Weise ist auch der Differentialcoefficient von V' zu be-
handeln. Durch Differentiation des obigen in eine Reihe entwickelten
Ausdruckes von V' erhalten wir:

oV 8/ x lxz’ N 22 5 x22"?
— = —g= — 1= m=— — 3gm
B g 5 T9moE 99

t3 t o
2/3 213
+ Im e 3lm

+ etc.> dz'.

t5
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Die Integration des ersten unter dem Integralzeichen stehenden Gliedes
giebt:

/b xdz £g ( a N b )
_gg —_— = —— .
—a (22 4 z’2)% r \Va2+a®2 Va?+b?

Wenn man diese Gleichung mit z multiplicirt und dann x gleich Null
werden lésst, so geht sie iiber in:

/b xdz
—eg | x — | = —2ey.
—a (1‘2 + 2/2)5

0
Alle iibrigen unter dem Integralzeichen stehenden Glieder geben, wenn
sie integrirt und mit x multiplicirt werden, Grossen, welche fiir x = 0
verschwinden, und man erhélt daher im Ganzen:

ov
(135) <x 8_90)0 = —2¢g.

Da nun die xz-Axe irgend eine durch den zur Betrachtung ausge-
wahlten Punct der Linie gehende, auf der Linie senkrechte Gerade
ist, und der Punct p der Voraussetzung nach im positiven Arm der
z-Axe liegt, so bedeutet x den senkrechten Abstand dieses Punctes von
der Linie, und kann daher, in Uebereinstimmung mit der im vorigen §
angewandten Bezeichnung, auch durch p dargestellt werden, wodurch
(134) und (135) tibergehen in:

R

Es gelten also fiir den in diesem § betrachteten allgemeineren Fall
dieselben Gleichungen, wie die, welche im vorigen § fiir einen specielle-
ren Fall abgeleitet und dort unter (132) und (133) angefiihrt wurden.
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§ 39.

Characteristische Gleichungen fiir eine in einem Puncte
concentrirt gedachte Menge des Agens und
Zusammenstellung der verschiedenen characteristischen
Gleichungen.

Wenn man sich eine endliche Menge des Agens in einem Puncte con-
centrirt denkt, so ist die Form ihrer Potentialfunction so einfach, dass
es kaum nothig ist, dariiber etwas Weiteres zu sagen. Indessen der Voll-
standigkeit wegen mogen auch fiir diesen Fall noch die Gleichungen in
die Form gebracht werden, in welcher sie den in den bisher betrachteten
Fallen gefundenen characteristischen Gleichungen entsprechen, damit
man die Art, wie diese Gleichungen sich stufenweise d&ndern, wenn das
Agens entweder stetig durch einen Raum verbreitet, oder in eine FI&-
che, oder in eine Linie, oder endlich in einen Punct zusammengedréingt
ist, deutlich {ibersehen kann.

Wenn sich in einem gegebenen Puncte die Menge ¢ des Agens befin-
det, und der Abstand des betrachteten Punctes p von jenem gegebenen
Puncte mit ¢ bezeichnet wird, so ist die Potentialfunction:

V= 5g,
t
woraus folgt:
o _ 4
ot 2
Hieraus ergiebt sich, dass man setzen kann:
ov
V. V = — 2 _— = .
(V.) t v =€

Diese Gleichungen bleiben auch, wenn t gleich Null wird, unverdndert
giiltig, und dann entsprechen sie den frither gefundenen characteristi-
schen Gleichungen.
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Der Uebersichtlichkeit wegen mogen diese Gleichungen hier noch
einmal zusammengestellt werden. Es sind die folgenden:

(L) AV = —4nek

(I1L) (8_1/) _(8_V) — dneh
on ) ., on ) _,

W ()

§ 40.
Satz von GREEN.

Um noch einige weitere Eigenschaften der Potentialfunction ent-
wickeln zu konnen, muss zunéchst ein geometrischer Satz mitgetheilt
werden, welcher von GREEN in seiner beriihmten auf die Potential-
function beziiglichen Abhandlung aufgestellt ist. Die diesen Satz aus-
driickenden Gleichungen mégen im Folgenden abgeleitet werden.

Es sei ein vollstédndig begrenzter Raum gegeben, dessen Element wir
mit dr bezeichnen wollen. Ferner seien U und V irgend zwei Functionen
der Raumcoordinaten, von welchen wir vorlaufig annehmen wollen, dass
sie selbst und ihre Differentialcoefficienten erster und zweiter Ordnung
in dem ganzen Raume iiberall endlich bleiben. Dann betrachten wir
zunéchst folgendes Integral:

owov,
Oor Ox T

worin die Integration iiber den ganzen gegebenen Raum auszufiihren
ist. Dieses Integral lasst sich geméss der Gleichung

0 oV oU oV 0?V

) === g2

Oz ( (91:) Or Oz * Ox?
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folgendermaassen in zwei Integrale zerlegen:

ou ov 0 ov 0*V
(136) — —dr = / 5 (U %) dr — Ua— dr.

Das erste hierin an der rechten Seite stehende Integral ldsst sich
in ein anderes umformen. Wir schreiben dazu statt dr das Product
dx dy dz und fiithren dann die Integration nach x aus. Dabei haben wir
zur Bestimmung der Grenzwerthe von x diejenigen Puncte zu betrach-
ten, in welchen eine zwei bestimmten Werthen von y und z entsprechen-
de, der z-Axe parallele Gerade die Oberfldche des gegebenen Raumes
durchschneidet. Solche Durchschnitte miissen wenigstens zwei vorkom-
men, es konnen aber je nach der Gestalt der Oberfliche auch vier,
sechs etc. vorkommen. Die betreffenden Werthe von z wollen wir mit
1 und z9, dann weiter, wenn mehr als zwei Durchschnitte vorkommen,
mit z3 und x4 u. s. f. bezeichnen, und durch dieselben Indices wollen
wir auch die Werthe, welche irgend welche Functionen der Coordina-
ten an den betreffenden Durchschnittspuncten haben, characterisiren.
Dann konnen wir schreiben:

wsn [ff g (oG )= [ 1-(v5),
(U%) —etc}dydz.

Das Product dydz stellt den Querschnitt eines léngs der mit der z-
Axe parallelen Geraden gedachten unendlich schmalen Prismas dar.
Schneidet dieses aus der Oberflache die Flachenelemente dw; und dw,
und, falls noch weitere Durchschnitte vorkommen, die Flidchenelemente
dws und dw, u. s. . aus, so bestehen fiir diese Flachenelemente einfache
Gleichungen. Betrachten wir zunéchst den ersten Durchschnitt, so ist
dy dz gleich dem Producte aus dw; und dem Cosinus des Winkels der
auf diesem Flachenelemente nach Innen zu errichteten Normale mit der
z-Richtung. Dieser Cosinus ist aber gleich dem Differentialcoefficienten
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ox

—, und man kann daher schreiben:

on
19)
dydz = <a—z> 1 dws.

Fiir den zweiten Durchschnitt gilt eine entsprechende Gleichung, nur
dass hier das Minuszeichen angewandt werden muss, weil hier die der
z-Axe parallele Gerade, indem sie wéchst, die Oberfliche nicht von
Aussen nach Innen, sondern von Innen nach Aussen durchschneidet.

Es kommt also: 5
dydz = — (—I) dws.
on/,

Ebenso hat man, wenn noch weitere Durchschnitte vorkommen, zu set-

zen:
dydz = (8_2:) dws
on /),

dydz = — (G_x) dwy
on ),

u. s. f. Demgemass erhélt man die Gleichung;:

ov ov
[— (U (9_13)1 + (U %)2 — etc.} dy dz

oV Ox oV Ox
= — {(U%%)ldwlﬁ— <U%%)2du&+etc} .

Denkt man sich nun fiir alle der x-Axe parallelen Elementarprismen,
welche den Raum durchschneiden, solche Gleichungen gebildet, so bil-
den die sémmtlichen Flachenelemente, welche in allen diesen Gleichun-
gen an der rechten Seite vorkommen, gerade die ganze Oberfliche des
gegebenen Raumes. Man kann also schreiben:

ov oV oV Ox
// {— (U%)l—l—(U%)Z—etc.] dydz-—/U%%dw,
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worin die an der rechten Seite angedeutete Integration sich auf die ganze
Oberflidche erstrecken soll. Hierdurch geht die Gleichung (137) tiber in:

oV Ox
(138) ///8x< )dxdydz—— U%(‘?_nd

und demgeméss die Gleichung (136) in

oUu oV oV Ox 0*V

Eine ganz entsprechende Gleichung, wie diese fiir die z-Richtung ist,
lasst sich natiirlich auch fiir die - und z-Richtung bilden, und durch Ad-
dition aller drei Gleichungen erhalten wir eine neue Gleichung. Um diese
und andere dhnliche Gleichungen bequem schreiben zu kénnen, wollen
wir ein Summenzeichen von folgender Bedeutung einfithren. Wenn ein
auf die z-Richtung beziiglicher Ausdruck hingeschrieben und davor das
Summenzeichen gesetzt ist, so soll das eine Summe aus den drei auf
die drei Coordinatenrichtungen beziiglichen Ausdriicken von derselben
Form bedeuten, so dass man z. B. hat:

o) ouov _ouav ouov  ouov
or 0xr  Ox Ox Oy Oy 0z 0z

Unter Anwendung dieses Summenzeichens kann man die durch die er-
wahnte Addition entstehende Gleichung folgendermaassen schreiben:

ou oV oV Ox

Fiir die erste hier an der rechten Seite stehende Summe kann man
einen einfacheren Ausdruck setzen. Es ist namlich:

oV or 0V dx 0OV 8y oV 0z OV

dr On  Odxr On Oy On Dz On  On’
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und fiir die zweite an der rechten Seite stehende Summe ist im Obigen
schon das Zeichen 0V eingefithrt. Dadurch geht die Gleichung (141)
iiber in:

oU oV oV
(142) /Z%%dfz—/U%dw—/UAVdT.

Neben dieser Gleichung muss natiirlich auch die folgende, durch blosse
Vertauschung von U und V' aus ihr entstehende Gleichung gelten:

oU oV ou
und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen ergiebt sich

(144) Ua—vder/UAVdT: Va—wa+/VAUdT.
on on

Diese drei Gleichungen (142), (143) und (144) driicken den GREEN’schen
Satz aus.

§ 41.
Erweiterung der vorstehenden Gleichungen.

Bei der im vorigen § gegebenen Ableitung der den GREEN’schen
Satz ausdriickenden Gleichungen wurde vorausgesetzt, dass die Func-
tionen U und V ihre Differentialcoefficienten erster und zweiter Ord-
nung in dem gegebenen Raume iiberall endlich seien. Die Gleichun-
gen konnen aber unter Umstanden auch giiltig bleiben, wenn unend-
liche Werthe der Functionen und ihrer Differentialcoefficienten in dem
Raume vorkommen, nur muss dann durch besondere Betrachtungen
nachgewiesen werden, dass die in den Gleichungen vorkommenden In-
tegrale bestimmte endliche Werthe behalten. Unter den in dieser Be-
ziehung vorkommenden Féllen ist fiir uns der wichtigste der, wenn eine
der Functionen die Potentialfunction eines in dem Raume befindlichen,
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nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung abstossend und anzie-
hend wirkenden Agens enthélt, und iiber die Vertheilung dieses Agens
keine beschriankende Bedingung gemacht ist, so dass auch Anhaufungen
endlicher Mengen in Fliachen, Linien und Puncten vorkommen kénnen.

Es moge gleich der dusserste Fall, ndmlich die Anhadufung einer end-
lichen Menge des Agens in einem Puncte angenommen werden. Es sei
also ein in dem gegebenen Raume gelegener Punct p’ mit den Coordi-
naten ', i/, z’ gegeben, welcher die Menge ¢ des Agens enthalte, und
indem wir annehmen, dass V nur die Potentialfunction dieses Agens
sei, wollen wir setzen:

q
145 V=e=
(145)

worin 7 den Abstand irgend eines Punctes p mit den Coordinaten z, y, z
vom Puncte p’ bedeutet, so dass man hat:

(146) r=v(x—2)2+@y—y)>+(z—2)2,

woraus folgt:

1
8; a- o
or 73
1
2
8_; __t + 3M.
0x? r3 rd

In diesem Falle erhilt man bei unendlicher Annaherung an den Punct p/
fiir die Function V' und ihre ersten und zweiten Ableitungen unendlich
grosse Werthe von erster, zweiter und dritter Ordnung, und es fragt
sich, wie unter diesen Umsténden die in (142), (143) und (144) vor-
kommenden Integrale sich verhalten.

Die Integrale, welche nur die Function V' selbst oder ihre ersten
Ableitungen enthalten, lassen sich kurz abmachen. Fiir diese geniigt
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es, Polarcoordinaten um den Punct p’ einzufiihren, um zu bewirken,
dass unter den Integralzeichen Alles endlich bleibt, wodurch es selbst-
verstandlich wird, dass auch die Integrale bestimmte endliche Werthe

haben.
Es handelt sich also nur noch um das Integral

/ UAV dr.

Dieses lasst sich nach Einsetzung des in (145) gegebenen Werthes von

V' so schreiben:
821 0?= 821
U r r d
E‘-’/ (83:2 oy az2) T

und hiervon wollen wir zunachst nur den Theil

1
92=
£q / 92 —Ldr

betrachten. Geméss Gleichung (146) ist:

g2l gl
_r__r
ox? 0z

und man kann daher setzen:

62
EQ/U dT—aq/U Cdr.

Da nun die Function U von den Coordinaten ', ¢/, 2z’ des Punctes p/
unabhéngig ist, so kann man die vorige Gleichung auch so schreiben:

o P (U
£q U%drzaq 3’2( )dT
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und da ferner das Raumelement sich durch das Product dz dy dz er-
setzen lasst und somit die Integration nach Grossen auszufiihren ist,
welche ebenfalls von 2/, 3/, 2’ unabhangig sind, so kann man die Dif-
ferentiation auch ausserhalb des Integralzeichens andeuten und somit

schreiben: .
0%= 2
0 U
r _
5Q/de7'—€qa$/2 /?dT

Denkt man sich nun die entsprechenden Gleichungen auch fiir die
beiden anderen Coordinatenrichtungen gebildet und alle drei Gleichun-
gen addirt, so kommt:

0? 0? 0? U
(147) /UAV dr = eq ((93:’2 + By + 32’2) /?dT.

Die hierin an der rechten Seite stehende Grésse konnen wir nun
nach der in § 16 angefiihrten und in den darauf folgenden §§ bewiesenen
Gleichung (II.) leicht bestimmen. Indem wir dort die Potentialfunction
eines durch einen Raum stetig verbreiteten Agens durch den Ausdruck

kl
e | —dr
r

bestimmt hatten, worin &’ eine Function der Coordinaten 2/, 3/, 2’ des
Raumelementes d7, nédmlich die beim Puncte (2/,y/, 2') stattfindende
Dichtigkeit bedeutete, haben wir die Gleichung

A (5/%(17) = —4rek

bewiesen, welche wir unter Forthebung von ¢, so schreiben konnen:

82 32 62 k/
<@+a—y2+@) ?dT——47T]€.
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Hierin bedeutet k die Dichtigkeit am Puncte (z,y, z). Natiirlich kann
man unter gegenseitiger Vertauschung von z, y, z und 2/, ¢/, 2z’ auch
ebensogut schreiben:

0? o o k
Zdr = —Arnk
(093’2 +aylz + 62’2)/7“ T UL

und wenn man hierin U an die Stelle von k setzt, so erhilt man:

0? 0? 0? U
14 —dr = —4xU’
(148) (895’2 + oy'? * 82’2) / r T U

Hierdurch geht (147) iiber in:

(149) /UAV dr = —4meqU’,

worin U" den Werth der Function U an dem Puncte p’, wo die Menge ¢
des Agens sich befindet, bedeutet.

Den so gewonnenen Ausdruck wollen wir nun vergleichen mit demje-
nigen, welchen man erhalten wiirde, wenn das Agens, von welchem V
die Potentialfunction ist, nicht in einem Puncte concentrirt, sondern
stetig durch den Raum verbreitet ware. Dann konnte man geméss Glei-
chung (II.) AV durch —4mek ersetzen, und zugleich konnte man fiir das
Product k dr, welches die in dem Raumelemente dr enthaltene Menge
des Agens darstellt, dq schreiben. Dadurch wiirde man erhalten:

/UAVdT:—47T5/qu.

Diese Gleichung stimmt mit (149) in der Weise tiberein, dass sie die
allgemeinere Form hat, und (149) als speciellen Fall umfasst. Wendet
man sie namlich auf eine im Puncte p’ concentrirte Menge des Agens
an, so hat fiir alle Elemente dq dieses Agens die Function U einen und
denselben Werth U’ und man kann daher setzen:

/qu:U'/dqu’q,
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wodurch die vorige Gleichung in (149) tibergeht.

Da nun fiir die beiden extremen Félle, wo das Agens stetig durch
den Raum verbreitet, und wo es in einem Puncte concentrirt ist, ei-
ne und dieselbe Gleichung gilt, so kann man es als selbstverstandlich
betrachten, dass diese Gleichung auch fiir die Falle, wo das Agens auf
Linien und Flachen zusammengedréingt ist, giiltig bleibt. In der That
braucht man sich in diesen Féllen nur die auf den einzelnen Linien- oder
Flachenelementen befindlichen unendlich kleinen Mengen des Agens in
Puncten concentrirt zu denken, um sofort wieder zu derselben Glei-
chung zu gelangen. Man kann daher die Gleichung

(150) /UAV dr = —47T5/qu

fiir jede Vertheilung des Agens als giiltig betrachten, mag es stetig durch
den Raum verbreitet oder auf Fldchen, Linien oder Puncte zusammen-
gedrangt sein.

Nachdem wir gesehen haben, wie das Integral / U Av dr sich ge-

staltet, wenn V' die Potentialfunction eines in dem gegebenen Raume
befindlichen Agens ist, wollen wir annehmen, V' sei von der allgemeine-
ren Gestalt

d
(151) V:v+e/7q,

worin das letzte Glied an der rechten Seite die genannte Potentialfunc-
tion ist, und v irgend eine andere Function darstellt, welche aber die
Bedingung erfiillt, dass sie und ihre ersten und zweiten Ablei-
tungen an keiner Stelle des gegebenen Raumes unendlich gross
werden. Sollte z. B. V' die Potentialfunction von Agens, welches sich
ausserhalb des gegebenen Raumes befindet, enthalten, so wiirde diese
in v mit einzubegreifen sein. Die Potentialfunction von Agens, welches
sich innerhalb des gegebenen Raumes befindet, erfiillt in dem Falle,
wo das Agens stetig durch den Raum verbreitet ist, auch noch die fiir
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v gestellten Bedingungen, und eine solche Potentialfunction kann da-
her, sofern sie in V' vorkommt, nach Belieben in v oder in das letzte
Glied einbegriffen werden. Ist dagegen von dem innerhalb des Raumes
befindlichen Agens ein Theil auf Flachen, Linien und Puncte zusam-
mengedrangt, so muss dessen Potentialfunction durch das letzte Glied
dargestellt werden. Indem wir nun fiir V' diese allgemeinere in (151)
gegebene Form annehmen, haben wir statt (150) zu setzen:

(152) /UAVdT:/UAvdT—47r5/qu.

Alles, was im Vorstehenden iiber die Function V' gesagt ist, lasst
sich auch auf die Function U anwenden. Denken wir uns, U enthal-
te die Potentialfunction von Agens, welches sich innerhalb des gege-
benen Raumes befinde und ganz oder zum Theil auf Flachen, Linien
oder Puncte zusammengedrangt sei, und dessen Element zum Unter-
schiede von dem bei der Betrachtung von V' angenommenen Agens mit
dq bezeichnet werden moge, und ausserdem sei in U eine Function u
enthalten, welche die Bedingung erfiillt, dass sie und ihre ersten und
zweiten Ableitungen in dem gegebenen Raume nirgends unendlich gross
werden, und schreiben wir demgeméss U in der allgemeineren Form:

d
(153) U:u+5/7q,
so erhalten wir:
(154) /VAUdT:/VAudT—47T5/qu.

Es konnen auch beide Functionen U und V' gleichzeitig die in (151)
und (153) gegebenen allgemeineren Formen haben; nur wollen wir in
diesem Falle annehmen, dass die Puncte des gegebenen Raumes, in wel-
chen sie unendlich oder unstetig werden, nicht gerade zusammenfallen.
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Setzen wir dann in die am Schlusse des vorigen § angefiihrten Gleichun-
gen die unter (152) und (154) gegebenen Ausdriicke ein, so kommt:

oU oV ov
(155) /Zaxaxd = Uadw—/UAvdT+4m/qu.

U v
(156) /Zaxaxd = /de—/VAudT+47rE/qu.

(157) /U—dw+/UAvdT—47r5/qu

/V—dw+/VAudT—47ra/qu.

Die Grosse €, deren Einfiihrung in diese Gleichungen nur den Zweck
hatte, dem letzten Gliede der in (151) und (153) gegebenen Ausdriicke
von V und U ganz die von uns fiir die Potentialfunction angewand-
te Form zu geben, kann, wenn es der Einfachheit wegen zweckméssig
scheint, gleich 1 gesetzt werden. Damit dann jenes Glied doch noch die
Form einer Potentialfunction behalte, braucht man nur anzunehmen,
die Einheit, nach welcher das Agens gemessen wird, sei so gewahlt, dass
zwei Einheiten des Agens in der Einheit der Entfernung die Einheit der
Kraft auf einander ausiiben.

§ 42.
Satz iiber den nach der Normale einer geschlossenen Flache
genommenen Differentialcoefficienten der Potentialfunction.

Indem wir nun zu Anwendungen der vorstehenden Gleichungen
schreiten, wollen wir zunéchst fiir die Grosse U die einfachste Annah-
me machen, dass sie constant und zwar gleich 1 sei. Dann ist:

oU ou ou

or % oy Y e Y
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und die Gleichung (155) geht somit fiir diesen Fall iiber in:

(158) g—Zdw+/AvdT—47r5/dq—O.

Ferner wollen wir uns denken, V' sei die Potentialfunction eines irgend
wie, theils innerhalb, theils ausserhalb des gegebenen Raumes vertheil-
ten Agens. Indem wir dann V' in der unter (151) gegebenen Form schrei-
ben, ndmlich:

V=v+e @,
r
wollen wir unter v die Potentialfunction des ausserhalb des gegebenen
Raumes befindlichen Agens verstehen, wiahrend die Potentialfunction
alles innerhalb des Raumes befindlichen Agens durch das letzte Glied

dargestellt werden soll. Unter diesen Umsténden ist in dem gegebenen
Raume iiberall Av = 0, und das Integral / dq stellt die ganze in dem

gegebenen Raume enthaltene Menge des Agens dar, welche wir mit )
bezeichnen wollen. Dadurch geht die Gleichung (158) iiber in:

(159) g—‘; dw = 4meq.

Diese Gleichung ist der Ausdruck einer sehr einfachen Beziehung zwi-
schen dem nach der Normale einer geschlossenen Fliche genomme-
nen Differentialcoefficienten der Potentialfunction, fiir dessen negativen
Werth man auch die Normalkraft setzen kann, und der von der Fliache
eingeschlossenen Menge des Agens.

Sollte auf der Fliache selbst eine endliche Menge des Agens befindlich

0
sein, so wiirde der Differentialcoefficient — fiir zwei einander unendlich

nahe liegende Puncte ausserhalb und inne?halb der Flache verschiedene
Werthe haben, und man konnte alsdann in der vorstehenden Gleichung
sowohl den &dusseren, als auch den inneren Differentialcoefficienten in
Anwendung bringen. Im ersteren Falle wiirde die auf der Flidche befind-
liche Menge des Agens in () mit einbegriffen sein, im letzteren Falle
nicht.
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§ 43.
Bestimmung der Potentialfunction eines durch eine Fliache
von dem betreffenden Raume getrennten Agens.

Es sei eine geschlossene Fliche gegeben und entweder ausserhalb
derselben Agens in beliebiger Vertheilung vorhanden, fiir welches die
innere Potentialfunction bestimmt werden soll, oder innerhalb Agens
vorhanden, fiir welches die dussere Potentialfunction bestimmt werden
soll. Auf der Flédche selbst kann sich in beiden Féllen ebenfalls eine
endliche Menge des Agens befinden.

Es moge nun zuerst der Fall zur Betrachtung ausgewahlt werden,
wo das Agens sich ausserhalb der Fliache befindet, und die Potential-
function in dem von ihr eingeschlossenen Raume bestimmt werden soll.

Wir nehmen dann diese Potentialfunction als die in der Glei-
chung (157) enthaltene Function V. Dann fallt in dem unter (151)
gegebenen allgemeinen Ausdrucke von V' das Integral mit dq fort, so
dass V und v gleichbedeutend werden. Zugleich gilt fiir den ganzen von
der Flidche eingeschlossenen Raum die Gleichung AV = 0. Demnach
geht die Gleichung (157) iiber in:

(160) Ua—vdw: Va—wa—F/VAudT—élwe/qu.
on on

Ferner moge, um den Werth von V fiir irgend einen in diesem Raume
gelegenen Punct p’ mit den Coordinaten ', ¢/, 2’ zu bestimmen, gesetzt

werden: 1
U=-

r

worin r den Abstand des Punctes (z,y, z), auf welchen U sich bezieht,
von jenem Puncte p’ bedeutet. Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes
von U mit dem unter (153) gegebenen allgemeinen Ausdrucke ergiebt
sich, dass man u = 0 setzen und das Integral mit dq auf eine im Punc-

1
te p’ concentrirte Menge — von Agens beziehen muss. Demnach fallt in
€

der obigen Gleichung (160) das vorletzte Glied fort, und im letzten ist
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s/qu:V’a/dq:V/

worin V' den Werth von V' im Puncte p’ bedeutet. Die Gleichung lautet
dann also:

zu setzen:

a1
/la—vdw:/‘/—rdw A7V,
r on n
woraus folgt:
1
o=
1 10V
161 = — L2 |dw.
(161) v 4T (Vﬁn r@n)w

Mittelst dieser Gleichung kann man, wenn in allen Puncten der gegebe-
nen Fliache der Werth der Potentialfunction und ihres nach der Normale
genommenen Differentialcoefficienten bekannt ist, auch fiir jeden Punct
des von der Fléache eingeschlossenen Raumes den Werth der Potential-
function berechnen, ohne dass man dazu die Vertheilung des Agens zu
kennen braucht.

Es moge nun der andere Fall betrachtet werden, wo das Agens von
der Flache eingeschlossen ist, und die Potentialfunction in dem &usse-
ren Raume bestimmt werden soll. Damit dieser dussere Raum allseitig
begrenzt sei, wie es zur Anwendung unserer Gleichungen néthig ist,
denken wir uns um irgend einen im Endlichen liegenden Punct, z. B.
um den Anfangspunct der Coordinaten, eine Kugelfliche mit dem un-
endlich grossen Radius R geschlagen, und betrachten nun den zwischen
der gegebenen Fléache und der unendlich grossen Kugelfliche liegenden
Raum als denjenigen, innerhalb dessen die Potentialfunction bestimmt
werden soll.

Dann kénnen wir ebenso verfahren, wie vorher. Wir nehmen die Po-
tentialfunction als die in den Gleichungen vorkommende Function V,
und um den Werth derselben fiir irgend einen Punct p’ zu bestimmen,
bezeichnen wir den Abstand des Punctes (x, y, z) von jenem Puncte mit
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1
r und setzen dann U = —. Dadurch erhalten wir zur Berechnung von
T

V" wieder die Gleichung (161), bei deren Behandlung wir aber einige
besondere Umstdnde beriicksichtigen miissen. Erstens ist bei der Bil-
dung der nach der Normale genommenen Differentialcoefficienten jetzt
die Seite der Normale, welche von der gegebenen geschlossenen Flache
nach Aussen geht, als positiv zu rechnen, weil diese fiir den betrachte-
ten Raum nach Innen geht. Auch ist, wenn auf der Fléache selbst sich

oV
eine endliche Menge des Agens befindet, unter — jetzt der dussere Dif-

ferentialcoefficient zu verstehen. Ferner muss dgs Fléchenintegral sich
jetzt nicht blos auf die gegebene Fléche, sondern auch auf die unendlich
grosse Kugelflache erstrecken.

Dieser letztere Umstand bringt aber keinen Unterschied in dem Wer-
the des Integrals hervor. Da namlich der Radius R unendlich gross sein
soll, so konnen gegen ihn alle endlichen Entfernungen vernachléassigt
werden. Demnach kann man fiir einen auf der Kugelfliche gelegenen

1
Punct fiir — und V' die Werthe setzen, welche man erhalten wiirde,
r
wenn der Punct p’ und das ganze von der gegebenen Fliache einge-
schlossene Agens, dessen Menge wir mit () bezeichnen wollen, sich im
Mittelpuncte der Kugelfliche befande, namlich:
1 1 Q

—=—und V =¢e—,

r R R
und entsprechend erhélt man fiir die Differentialcoefficienten, wenn man
zugleich berticksichtigt, dass die Normale die Richtung des nach Innen
gehenden Radius hat:

1
| v _ Q

Ferner konnen wir das Flachenelement der Kugelfliche anders aus-
driicken, indem wir das Element do des korperlichen Winkels am Mit-
telpuncte einfithren und dann setzen dw = R?do. Durch Einsetzung
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dieser Werthe geht das in (161) vorkommende Integral, soweit es sich
auf die Kugelflache bezieht, iiber in:

Q1 1 @ Q @
/(Eﬁﬁ_E(Eﬁ)deO:g/(E_ﬁ)da

Hierin ist jedes der beiden in der Klammer stehenden Glieder unend-
lich klein, und das Integral wiirde daher schon aus diesem Grunde ver-
schwinden, selbst wenn auch nicht noch der andere Grund hinzukéme,
dass die beiden Glieder sich gegenseitig aufheben. Demnach kénnen wir
bei der Ausfithrung der in (161) angedeuteten Integration von der Ku-
gelfliche absehen, und brauchen, wie im vorigen Falle, nur die gegebene
Flache zu beriicksichtigen.

§ 44.
Betrachtung des Falles, wo nur die Potentialfunction selbst
in der Flache gegeben ist.

Es sei wiederum, wie im vorigen §, eine geschlossene Flache gege-
ben, und angenommen, dass sich entweder ausserhalb oder innerhalb
derselben Agens in beliebiger Vertheilung befinde. Es moge aber jetzt
nicht der Werth der Potentialfunction und ihres nach der Normale ge-
nommenen Differentialcoefficienten, sondern nur der Werth der Poten-
tialfunction selbst fiir jeden Punct der Fldche gegeben sein. Es fragt
sich, was sich in diesem Falle {iber die im resp. inneren oder &usseren
Raum geltenden Werthe der Potentialfunction schliessen lasst.

Zu dieser Betrachtung wollen wir die im vorigen § fiir U angenom-

mene Form — noch durch Hinzufiigung eines zweiten Gliedes vervoll-

r
standigen, indem wir setzen:
1
(162) U=u+ -,
r

worin u eine Function der Coordinaten bedeutet, welche folgende Ei-
genschaften haben soll. In der gegebenen Fléiche soll u iiberall den
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1
Werth —— haben. In dem ganzen betrachteten resp. inneren oder &us-

r
seren Raume soll iiberall die Gleichung Au = 0 gelten. Endlich soll bei

der Betrachtung des dusseren Raumes noch die Bedingung gestellt wer-

den, dass in unendlichen Entfernungen die Producte Ru und R? %

worin R den Abstand des betrachteten unendlich entfernten Punctes
von einem im Endlichen gelegenen Puncte, z. B. dem Anfangspuncte
der Coordinaten, bedeutet, nicht unendlich gross werden.

Indem man diese Form von U auf die Gleichung (160) anwendet,
und im Uebrigen so verfihrt, wie im vorigen §, erhdlt man statt der

Gleichung (161) die folgende:

a( +1>
u —
pro L (V—T— (u+%) a—v>dw,

47 on on

ov

worin auch vom ersten Differentialcoefficienten nach n das von —

schon oben Gesagte gilt, dass er an der nach dem betrachteten Raurr?e
hin liegenden Seite der Fliache zu nehmen ist, und worin die Integrati-
on wieder nur iiber die gegebene Flache ausgefiihrt zu werden braucht,
weil fiir die unendlich grosse Kugelflache, nach Ersetzung von dw durch
R?do, in beiden unter dem Integralzeichen befindlichen Gliedern der
Factor von do unendlich klein wird. Da nun aber nach unserer Voraus-

setzung in allen Puncten der gegebenen Fliche die Summe u + — den

Werth Null hat, so fallt das zweite unter dem Integralzeichen stelqende
Glied fort, und es bleibt:

(163) 4W/v ( >dw

Mit Hiilfe dieser Gleichung wiirde man, wenn die Function u be-
kannt wére, aus den Werthen, welche V' in der gegebenen Fldache hat,
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auch fiir jeden Punct des resp. inneren oder dusseren Raumes den Werth
von V' berechnen konnen. Ist die Function u nicht bekannt, ldsst sich
aber nachweisen, dass es stets eine und auch nur Eine Function u
giebt, welche den obigen Bedingungen geniigt, so kann man aus
der Gleichung zwar nicht ohne Weiteres die Werthe von V' berechnen,
aber man kann aus ihr schliessen, dass sie vollkommen bestimmt sind,
und man erhélt dann also folgenden wichtigen Satz: durch die Wer-
the, welche die Potentialfunction in der gegebenen Flache hat,
sind auch die Werthe der Potentialfunction in allen Puncten
des resp. inneren oder dusseren Raumes vollstandig bestimmt.

Befindet sich das Agens nur auf der Fliche selbst, so gilt der vorste-
hende Satz fiir den inneren und &usseren Raum gleichzeitig, und man
kann ihn dann so aussprechen: wenn fiir ein auf einer geschlosse-
nen Fliache befindliches Agens die Potentialfunction auf der
Flache selbst gegeben ist, so ist sie dadurch auch im ganzen
inneren und dusseren Raume bestimmt.

Ferner ist fiir den Fall, wo es sich um die Potentialfunction in dem
ausseren Raume handelt, noch zu bemerken, dass statt Einer geschlos-
senen Fliache, welche Agens umgiebt, auch deren mehrere gegeben sein
kénnen, was aber als so selbstverstandlich anzusehen ist, dass es nicht
noéthig sein wird, darauf noch ferner besonders hinzuweisen.

Es kommt nun darauf an, den oben erwidhnten Nachweis von der
eindeutigen Existenz der Function w zu fithren.

§ 45.
GREEN’S Nachweis von der eindeutigen Existenz der
Function u.

GREEN, welcher die Function u zuerst eingefiihrt hat, stellt, um
sich von ihrer Existenz zu iiberzeugen, eine eigenthiimliche, auf die
Electricitat beziigliche Betrachtung an.

Man nehme an, die gegebene Fléche sei fiir Electricitat vollkommen
leitend, und stehe mit der Erde in leitender Verbindung, was man sich
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durch einen unendlich diinnen Draht bewirkt denken kann. Ferner neh-
me man an, im Puncte p’ sei die Menge — von positiver Electricitit

concentrirt. Diese Electricitat wird durch Influenz bewirken, dass posi-
tive Electricitat von der Flache in die Erde abstromt, und die Flache
eine negative Ladung annimmt, welche sich so iiber dieselbe verthei-
len muss, dass die gesammte Potentialfunction der in p’ und der auf
der Fliache befindlichen Electricitat auf der ganzen Fliache constant ist,
und zwar, wie in der Erde, den Werth Null hat. Verstehen wir nun unter
u die Potentialfunction der auf der Fliache befindlichen Electricitat fiir
sich allein, und bedenken, dass die Potentialfunction der in p’ befind-

1

lichen Electricitdatsmenge durch — dargestellt wird, so erhalten wir fiir
r

alle Puncte der Flache die Gleichung:

1
u+—=0.
r

Dadurch ist die erste Bedingung, dass u in der Flache iiberall den

1
Werth —— haben soll, erfiillt. Ferner sieht man sofort, dass die so be-

,
stimmte Function u sowohl fir den inneren als auch fir den Ausseren
Raum der Bedingung Au = 0 geniigt, und dass in unendlichen Entfer-

U .
nungen weder Ru noch R? — unendlich gross werden.

Giebt man es also als sicher zu, dass unter den genannten Um-
stdanden immer ein vollkommen bestimmter Gleichgewichtszustand der
Electricitdat auf der Fliche entstehen muss, so ist damit auch die Exi-
stenz einer bestimmten Function wu, welche allen gestellten Bedingun-
gen geniigt, bewiesen. Es ist sogar fiir weitere Schliisse bequem, dass
die Function u auf diese Weise eine so einfache physicalische Bedeutung
gewonnen hat. Aber als ein streng mathematischer Beweis dafiir, dass
immer eine und nur Eine Function existirt, welche den Bedingungen
entspricht, kann diese GREEN’sche Betrachtung nicht wohl gelten.

Es ist daher dieser Gegenstand spéater noch von GAUSS, THOMSON
und LEJEUNE-DIRICHLET behandelt und die Art, wie Letzterer ihn
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zum Abschluss zu bringen gesucht hat, moge im folgenden § nach den
von GRUBE veroffentlichten DIRICHLET schen Vorlesungen mitgetheilt
werden, obwohl auch gegen diese Entwickelung Einwendungen in Bezug
auf ihre mathematische Strenge erhoben sind.

§ 46.
DIRICHLET ’sche Verallgemeinerung des vorstehenden Satzes
und Beweis derselben.

DIRICHLET hat dem Satze folgende allgemeinere Form gegeben.

Es giebt fiir einen beliebigen begrenzten Raum immer ei-
ne und nur Eine Function u von z, y, z, die selbst und deren
Differentialcoefficienten erster Ordnung stetig sind, die inner-
halb jenes ganzen Raumes die Gleichung Au = 0 erfiillt, und
die endlich in jedem Puncte der Oberfliche einen vorgeschrie-
benen Werth hat.

Diesen erweiterten Satz nennt man jetzt hédufig das DIRICH-
LET’sche Princip, indessen darf dabei der Antheil, welchen GAUSS
und besonders GREEN an der Aufstellung desselben gehabt haben,
nicht ausser Acht gelassen werden.

Der von DIRICHLET gefiihrte Beweis ist folgender.

Man nehme zuerst eine allgemeinere Function U an, welche von den
drei oben gestellten Bedingungen nur den beiden zu geniigen braucht,
dass sie und ihre Differentialcoefficienten erster Ordnung stetig sind,
und dass sie in jedem Puncte der Oberfliche den vorgeschriebenen
Werth hat, und bilde mit dieser Function folgende Grdosse:

A% (Y ? L (v ?
ox dy 0z
Da es nun offenbar unendlich viele Functionen U geben muss, welche

den beiden genannten Bedingungen geniigen, so wird man unter An-
wendung derselben auch fiir W unendlich viele Werthe erhalten. Alle

(164) W = / dr.
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diese Werthe miissen positiv sein, da der unter dem Integralzeichen be-
findliche Ausdruck wesentlich positiv ist. Demnach muss fiir irgend eine
der Functionen U die Grésse W ein Minimum werden, und diese spe-
cielle Function, welche ausser den oben genannten Bedingungen noch
der Bedingung geniigt, dass sie W zum Minimum macht, moége mit u
bezeichnet werden. Es lasst sich nun beweisen, dass diese Function die
Gleichung Au = 0 erfiillt.

Wir kénnen némlich zwischen der speciellen Function « und irgend
einer anderen der unendlich vielen Functionen U folgende Gleichung
bilden:

U=u+ hs,

worin h eine beliebige Constante ist und s eine Function bedeutet,
welche den beiden Bedingungen zu geniigen hat, dass sie und ihre Dif-
ferentialcoefficienten erster Ordnung stetig sind, und dass sie in allen
Puncten der Oberfliche den Werth Null hat. Aus der vorigen Gleichung
ergiebt sich:

o _ou  0s
Jr  Ox Ox
o _ou 05
dy Oy Oy
oU _ou 05
0z 0z 0z

Durch Quadrirung und Addition dieser Gleichungen und nachherige
Integration erhalten wir, wenn wir zur Abkiirzung wieder das in § 40
eingefiihrte Summenzeichen anwenden:

/Z(g)Z)dT:/Z(g ) d¢+2h/z@@d +h2/z<g;>2dr

Da nun nach der Bedingung, dass u diejenige der Functionen U sein
soll, fiir welche W das Minimum wird, die Differenz

[E(5) o[ () o
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nicht negativ sein kann, so kann nach der vorstehenden Gleichung auch

die Summe
Ou Os 9 ds\’
n [ Y g gir it [ () o

nicht negativ sein. Diese Bedingung aber kann fiir beliebige Werthe von
h nur dadurch erfiillt sein, dass

ou 0s
(165) /Z o o dr

denn, wenn dieses Integral einen angebbaren Werth hétte, so konnte
man das Vorzeichen und die Grosse von h so wahlen, dass das erste
Glied der vorstehenden Summe negativ und dem absoluten Werthe nach
grosser als das zweite Glied wire, wodurch die ganze Summe negativ
werden wiirde.

Nun lésst sich nach dem GREEN’schen Satze fiir die Functionen
u und s folgende Gleichung bilden:

(165a.) /Z%%d /s—dw—/sAudT.

Das hierin an der linken Seite stehende Integral ist dem oben gesagten
nach gleich Null. Ferner ist auch das erste an der rechten Seite stehende
Integral gleich Null, weil s an der Oberfliche iiberall den Werth Null
hat. Demnach geht die Gleichung iiber in

(166) /SAu dr = 0.

Da nun s im Innern des gegebenen Raumes eine beliebige, nur an die
Bedingung der Stetigkeit gebundene Function ist, so kann diese Glei-
chung nur dadurch allgemein erfiillt werden, dass Awu iiberall in dem
Raume gleich Null ist, denn, wenn dieses nicht der Fall wére, so konnte
man s so annehmen, dass es tiberall mit Au gleiches Vorzeichen hétte,
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so dass das Product s Au iiberall positiv wiare und das Integral daher
nicht Null werden konnte. Demnach geniigt die specielle Function wu,
welche W zum Minimum macht, neben den beiden fiir die allgemeine
Function U gestellten Bedingungen auch noch der dritten, dass Au = 0,
und da es, wie schon gesagt, unter den Functionen U immer eine geben
muss, welche W zum Minimum macht, so muss es auch immer eine
Function geben, welche den drei in dem Satze gestellten Bedingungen
geniigt.

Es bleibt nun noch zu beweisen, dass es nur Eine solche Function
giebt.

Zunéchst ist durch eine Umkehrung der vorigen Betrachtungen
leicht ersichtlich, dass jede Function U, welche die Bedingung AU = 0
erfiillen wiirde, auch W zu einem Minimum machen miisste, und es
braucht also nur noch bewiesen zu werden, dass ausser jener bestimm-
ten Function u keine andere der Functionen U die Grosse W zu einem
Minimum macht.

Angenommen nun, es gebe ausser u noch eine zweite Function u+ s,
welche W zu einem Minimum mache, so wollen wir andere Functio-
nen U, welche von u + s nur wenig abweichen, durch u + hs darstellen,
worin h eine Constante sein soll, die sich nur wenig von 1 unterscheidet.
Es wiirde dann die Differenz

JE () o [ (%5 o

nicht negativ werden diirfen.

Indem wir nun, wie oben, die Differentialcoefficienten der Summen
u-+hs und u+s in die betreffenden Summen von Differentialcoefficienten
zerlegen, und dabei die Gleichung (165), welche fiir jede Function s
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gelten muss, berticksichtigen, erhalten wir:

JE(52) o J2(3) o ()
/(7 HS) = [T (5) + [Z(5) @

und die vorige Differenz, welche nicht negativ sein darf, geht daher iiber

" h? — 1)/2 <%)2dr

Da nun h? eben so wohl kleiner, wie grosser als 1 sein kann, so kann
der Factor h? — 1 negativ werden, und somit muss, wenn das Product
nicht negativ werden soll, der andere Factor Null sein, und wir erhalten
daher, wenn wir die angedeutete Summe jetzt vollstdndig ausschreiben:

ds\> ds\’ ds\’
167 — — — dr = 0.
(167) / [(5‘93) " (0y> " (32) ] '
Diese Gleichung kann nur dadurch erfiillt sein, dass fiir den ganzen

Raum ist: 5

_S:(); @:0; %:0’

ox oy 0z
und demgeméss muss s constant sein. Da ferner an der Oberfléche,
gemiss den fiir die Function s gestellten Bedingungen, s = 0 sein muss,
so kann s auch im Innern nur den Werth Null haben, und die Function
u+s ist daher mit u identisch. Folglich ist u die einzige Function, welche
W zu einem Minimum macht und demgeméss den drei in dem Satze
gestellten Bedingungen gentigt.

Den vorstehend mitgetheilten Beweis, welcher sich auf den allge-

meineren Fall, wo die Function u an jedem Puncte der Oberfliche
irgend einen vorgeschriebenen Werth haben soll, bezieht, kann man



§ 47. I. Die Potentialfunction. 140

natiirlich auch auf den specielleren Fall, wo die Function den be-

stimmten Werth —— haben soll, anwenden. Auch fiir den Fall, wo der

aussere Raum betrgchtet wird, und wo also zu der gegebenen Flache
noch die unendlich grosse Kugelflache hinzukommt, reichen die fiir die
GREEN’sche Function und ihre Ableitung nach R in Bezug auf unendli-
che Entfernungen gestellten Bedingungen aus, um das Flachenintegral
in (165a.) zum Verschwinden zu bringen und so den DIRICHLET schen
Beweis anwendbar zu machen.

§ 47.
Flachenbelegung, deren Potentialfunction in der Fliche
selbst vorgeschriebene Werthe hat.

Fiir eine geschlossene Fliche giebt es stets eine und nur Eine
Vertheilung von Agens auf der Fliche selbst, deren Potential-
function in jedem Puncte der Flache einen vorgeschriebenen
Werth hat.

In § 44 haben wir gesehen, dass fiir den Fall, wo das Agens sich nur
auf der Flache befindet, durch die in der Fliche geltenden Werthe der
Potentialfunction, auch die Potentialfunction im inneren und dusseren
Raume vollkommen bestimmt ist. Ist aber die Potentialfunction in bei-
den Rédumen bestimmt, so sind es auch ihre innerhalb und ausserhalb
der Flache nach der Normale genommenen Differentialcoefficienten. Be-
zeichnen wir nun, indem wir die Normale nach einer bestimmten Seite,
z. B. nach Aussen hin, als positiv rechnen, den dusseren Differential-

coefficienten dicht an der Flache mit (g_V) und den inneren Dif-
/4o

ferentialcoefficienten dicht an der Flache mit <g—v) , so gilt fiir die
/o

Flachendichtigkeit h die in § 33 unter (III.) gegebene Gleichung, welche
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wir in folgender Form schreiben kénnen:

).

Somit ist die Flachendichtigkeit, welche der gestellten Bedingung ge-
niigt, vollstdndig bestimmt, und dadurch der Satz bewiesen.

Natiirlich kann dieser Satz, welcher im Vorigen nur fiir Eine ge-
schlossene Flache ausgesprochen ist, auch sofort auf beliebig viele ge-
schlossene Fléchen ausgedehnt werden.

§ 48.
Ersetzung des durch einen Raum verbreiteten Agens durch
Agens, welches sich nur auf der Grenzflaiche des Raumes
befindet.

Es sei eine Quantitat Agens gegeben, welche durch den von einer ge-
schlossenen Fliche umgrenzten Raum beliebig verbreitet ist, und sich
auch zum Theil auf der Oberfliche befinden kann. Dann giebt es
stets eine und nur Eine Vertheilung von Agens auf der Fliche
allein, welche im ganzen dusseren Raume dieselbe Potential-
function hat, wie das gegebene Agens. Ebenso giebt es in dem
Falle, wo das Agens sich ausserhalb der Fliache befindet, eine und nur
Eine Vertheilung auf der Flache allein, welche im ganzen inne-
ren Raume dieselbe Potentialfunction hat, wie das gegebene
Agens.

Da es nach dem vorigen § immer eine und nur Eine Vertheilung von
Agens auf der Fliache giebt, deren Potentialfunction in jedem Puncte
der Flache einen vorgeschriebenen Werth hat, so muss es auch eine und
nur Eine Vertheilung auf der Flidche geben, deren Potentialfunction in
allen Puncten der Fliche gleich der Potentialfunction des gegebenen
Agens ist. Wenn aber die beiden Potentialfunctionen an der Fliche
iiberall einander gleich sind, so miissen sie auch in dem ganzen resp.
ausseren oder inneren Raume einander gleich sein.
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§ 49.
Bestimmung einer Function V, welche die Gleichung
AV = —4rek erfiillt.

Im Obigen wurde als eine der wichtigsten Eigenschaften der Po-
tentialfunction die fiir sie stattfindende Giiltigkeit der partiellen Dif-
ferentialgleichung AV = —4mek bewiesen, worin k die Dichtigkeit des
betreffenden Agens bedeutet, welche natiirlich fir die Stellen, wo sich
kein Agens befindet, gleich Null zu setzen ist. Es moge nun noch eine
umgekehrte Betrachtung angestellt werden.

Es werde namlich fiir irgend eine Function V' der Raumcoordinaten,
von der vorausgesetzt werden soll, dass sie und ihre ersten und zweiten
Ableitungen nirgends unendlich gross werden, die Annahme gemacht,
dass die Gleichung

AV = —Anek

gliltig sei, worin k irgend eine Function der Coordinaten bedeuten soll,
welche innerhalb eines ganz im Endlichen liegenden Raumes beliebige
endliche Werthe haben kann, ausserhalb dieses Raumes aber bis in’s Un-
endliche tiberall Null ist. Ferner moge noch die Bedingung hinzugefiigt
werden, dass in unendlich grosser Entfernung R vom Anfangspuncte

der Coordinaten sowohl V als auch das Product R — unendlich klein

werden. Dann lasst sich beweisen, dass durch diese Bedingungen
die Function V vollkommen bestimmt ist, indem sie durch die
Potentialfunction eines Agens, welches die Raumdichtigkeit k
hat, dargestellt wird.

Wir benutzen dazu die GREEN’sche Gleichung (157), welche nach
den {iber V gemachten Annahmen eine vereinfachte Form erhélt. Be-
trachtet man némlich die unter (151) gegebene allgemeine Form von V|
so sieht man, dass darin fiir den gegenwartigen Fall das Integral mit dq
fortgelassen und v mit V' als gleichbedeutend angesehen werden kann,
weil V' die dort fiir v gestellten Bedingungen erfiillt. Ferner ist fiir Av,
welches nach dem ebengesagten mit AV gleichbedeutend ist, der oben
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gegebene Werth —4rwek zu setzen. Dadurch geht die Gleichung {iber in:

ov ou
1 P dw—4 — v
(168) /Uan dw W&/U]{dT /Van dw
—i—/VAudr—éhra/qu.

Um nun den Werth V', welchen die Function V' an einem beliebig
gewahlten Puncte p’ mit den Coordinaten z’, 3/, 2’ hat, zu bestimmen,
nehmen wir fiir U dieselbe Form an, wie in § 43, ndmlich:

1
U=-",
r

worin 7 den Abstand des Punctes p mit den Coordinaten z, y, z von
jenem Puncte p’ bedeutet. Dann folgt, wie in § 43 auseinander gesetzt
wurde, dass man zu setzen hat:

u:Ounde/qu:V’,
und die Gleichung (168) geht daher iiber in:

81

1 k -

/—a—vdw—47rs/—dT: VL dw—4rV’,
r on r on

oder anders geordnet:

0-
k 1 10V
1 V' = - 4+ — |/ A
(169) E/rdT v < on r@n)dw

Diese Gleichung wollen wir auf den ganzen Raum, welcher von ei-
ner um den Anfangspunct der Coordinaten mit dem unendlich grossen
Radius R geschlagenen Kugelfliche eingeschlossen ist, anwenden. Dann
bezieht sich das in ihr vorkommende Flachenintegral auf die unendlich
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grosse Kugelfliche. In diesem Integrale kbnnen wir, wie es in § 43 gesch-
ah, das Flichenelement dw durch R? do ersetzen, worin do das Element

1
o
1
des korperlichen Winkels bedeutet, ferner fiir — und 8_T ihre Werthe
r n
1 1 ov ov
— und —; setzen und endlich — in ——— umformen. Dadurch nimmt
2 on OR

das Integral folgende Form an:

19)%

Da nun geméss der iiber V' gemachten Annahme die beiden hier in
Klammer stehenden Glieder unendlich klein sind, so verschwindet das
ganze Integral, und die Gleichung (169) geht iiber in:

k
(170) V= 5/; dr.

Hierdurch ist die Behauptung, dass die Function V', von welcher V'
den auf den Punct (2/,y', z’) beztiglichen Werth bedeutet, vollkommen
bestimmt ist, und durch die Potentialfunction eines Agens mit der Dich-
tigkeit k£ dargestellt wird, bewiesen.

§ 50.
Ausnahmestellen und deren Absonderung.

Im vorigen § wurde von der Function V' vorausgesetzt, dass sie und
ihre ersten und zweiten Ableitungen nirgends unendlich gross seien,
und dass iiberall die Gleichung AV = —4nek erfiillt sei. Wir wollen
nun die Betrachtung in der Weise erweitern, dass wir Ausnahmestellen
zulassen, ndmlich Flachen, Linien und Puncte, in welchen AV der obi-
gen Gleichung nicht geniigt und {iberhaupt keinen endlichen Werth hat,
fiir welche dagegen die anderen frither besprochenen und in § 39 {iber-
sichtlich zusammengestellten characteristischen Gleichungen in Kraft
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treten, ndmlich fiir Flachen die Gleichung (III.), fiir Linien die Glei-
chungen (IV.) und fiir Puncte die Gleichungen (Va.).

Um beim Vorhandensein solcher Ausnahmestellen doch die Glei-
chung (169) anwenden zu kénnen, umgeben wir die Stellen mit Fléchen,
durch welche sie vom tibrigen Raume abgesondert werden.

Wenn als Ausnahmestelle eine Fliache gegeben ist, so legen wir ne-
ben dieselbe zu beiden Seiten zwei unendlich nahe parallele Flachen und
verbinden deren Réander durch eine unendlich schmale Fliache, welche
so gestaltet ist, dass sie von jeder auf dem Rande der gegebenen Fla-
che senkrecht stehenden Ebene in einem unendlich kleinen Halbkreise
geschnitten wird. Die beiden parallelen Flachen und die Randflache zu-
sammen bilden unsere Absonderungsflache. Sollte die gegebene Fliche
geschlossen sein, so wiirde natiirlich die Randflache fortfallen.

Wenn als Ausnahmestelle eine Linie gegeben ist, so construiren wir
die Absonderungsfliche in folgender Weise. Um jeden Punct der Linie
denken wir uns in einer auf der Linie senkrechten Ebene einen Kreis mit
dem unendlich kleinen Radius p geschlagen. Diese sammtlichen Kreise
bilden zusammen eine cylinderartige Flache, welche wir uns an den
Enden durch zwei um die Endpuncte der Linie geschlagene Halbkugeln
mit dem Radius p geschlossen denken. Sollte die Linie geschlossen sein,
so wiirden die Endflachen fortfallen.

Wenn als Ausnahmestelle ein Punct gegeben ist, so nehmen wir als
Absonderungsflache einfach eine um den Punct geschlagene unendlich
kleine Kugelfléche.

Nachdem auf diese Weisen alle Ausnahmestellen von Fléachen um-
geben sind, kénnen wir die Gleichung (169), ndmlich:

1
o0—
r 4

auf denjenigen Raum anwenden, welcher von dem ganzen, innerhalb
der unendlich grossen Kugelfliche liegenden Raume nach Ausschluss
der von den Absonderungsflichen begrenzten unendlich kleinen Rédume
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ibrig bleibt. Dabei ist zu bemerken, dass es fiir das erste an der rechten
Seite stehende Integral nur einen unendlich kleinen Unterschied macht,
ob die Integration jene von den Absonderungsflichen begrenzten un-
endlich kleinen Réume mit umfasst, oder nicht, da die Grosse k£ der
Voraussetzung nach auch in diesen Rdumen endlich bleibt. Bei dem
zweiten Integrale dagegen entsteht dadurch, dass die Integration aus-
ser der unendlich grossen Kugelfliche, welche nur einen verschwindend
kleinen Integralwerth giebt, noch die Absonderungsflachen zu umfassen
hat, ein wesentlicher Unterschied.

§ ol.
Bestimmung der Function V' unter Beriicksichtigung der
Absonderungsflichen.

Indem wir nun dazu schreiten, die auf die verschiedenen Abson-
derungsflichen beziiglichen Theile des in (169) vorkommenden Fla-
chenintegrals zu bestimmen, wihlen wir zunéchst eine solche Abson-
derungsflache zur Betrachtung aus, welche eine Fléiche einschliesst. Da-
bei konnen wir die Randfldche gegen diejenigen beiden Flachen, welche
der gegebenen Flache parallel sind, als unendlich klein vernachléssi-
gen. Um das auf die letzteren beiden Flachen beziigliche Integral zu
bilden, fassen wir immer zwei Flachenelemente zusammen, welche sich
gegeniiberliegen und eben so gross sind, wie das zwischen ihnen lie-
gende Flachenelement dw der gegebenen Fléche. Dann kénnen wir den
Theil des in (169) vorkommenden Flichenintegrals, welcher sich auf
diese Absonderungsflache bezieht, so schreiben:

worin die Indices 1 und 2 andeuten sollen, dass von dem in Klammer
stehenden Ausdrucke die in den beiden parallelen Fliachen geltenden
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Werthe zu nehmen sind. Die Integration ist dann einfach {iber die ge-
gebene Flache auszudehnen.
Nun ist aber, weil die beiden parallelen Fliachen unter einander und
der gegebenen Fléche unendlich nahe sind, zu setzen:
i:i:lundV'szlzv,
T2 T1 T
worin die Buchstaben ohne Index sich auf die gegebene Flache beziehen.
Man kann daher das vorige Integral auch so schreiben:

HERGIEOREG)

Was nun die Differentialcoefficienten nach n anbetrifft, so ist zu be-
merken, dass im vorstehenden Ausdrucke die Normale nach der Seite
als positiv zu rechnen ist, welche in Bezug auf den betrachteten Raum
nach Innen geht, was fiir die beiden parallelen Flachen nach entgegenge-
setzten Richtungen stattfindet. Um nun aber mit unserer fritheren, bei
Fldchen angewandten Bezeichnungsweise in Uebereinstimmung zu kom-
men, wollen wir die Normale auf der gegebenen Fléache, welche zugleich
Normale auf den beiden parallelen Flichen ist, nach einer bestimm-
ten Richtung als positiv rechnen, namlich von der parallelen Fliche,
auf welche sich der Index 1 bezieht, nach der parallelen Fliache hin, auf
welche sich der Index 2 bezieht, und zugleich wollen wir die beiden Wer-
the, welche der nach der Normale genommene Differentialcoefficient an
den beiden Seiten der gegebenen Fliche in ihrer unmittelbaren Néhe
hat, durch die Indices +0 und —0 von einander unterscheiden. Dann ist
zu setzen:

1

r

dw.

1 1 1 1

). (ar) (&)~ ().
().~ (3). (). ().
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wodurch der vorige Ausdruck tibergeht in:

FC) () ], )

ol

Nun erleidet aber der Differentialcoefficient = beim Durchgange durch

n
die gegebene Flache keine sprungweise Aenderung, und die beiden Wer-

_r

on on
ander verschieden sein, so dass ihre Differenz, welche sich in der ersten
eckigen Klammer befindet, zu vernachléssigen ist. Fiir die in der zwei-
ten eckigen Klammer stehende Differenz kénnen wir nach (II1.) setzen:
—4meh. Demnach nimmt der auf diese Absonderungsfliche beziigliche
Theil des in (169) vorkommenden Fléchenintegrals folgende einfache

Form an: h
e / —dw.
r

Sollten mehrere Ausnahmeflichen vorhanden sein, so konnte man
doch den vorstehenden Ausdruck fiir sie alle zusammen beibehalten,
wenn man nur festsetzte, dass das Integral sich auf alle gegebenen Fla-
chen erstrecken soll.

Wir wéhlen nun weiter eine solche Absonderungsflache, welche eine
Linie einschliesst, zur Betrachtung aus. Dabei kénnen wir uns auf die
cylinderartige Flache beschranken, indem die halbkugelférmigen End-
flachen unendlich klein von hoherer Ordnung sind. Um ein Element der
cylinderartigen Flidche auszudriicken, wollen wir in der durch irgend
einen Punct der Linie gelegten Normalebene, welche die cylinderartige
Flédche in einem unendlich kleinen Kreise mit dem Radius p schneidet,
den Winkel eines vom Mittelpuncte ausgehenden Leitstrahles mit ei-
ner durch den Mittelpunct gehenden festen Geraden mit ¢ bezeichnen,

0— 0-
the ( ) und (—T) konnen daher nur unendlich wenig von ein-
+0 -0
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so dass das Element des Kreises durch pd¢ dargestellt wird. Ferner
wollen wir uns neben der ersten Normalebene noch eine zweite um ds
von ihr entfernte gelegt denken, welche mit ihr zusammen einen un-
endlich schmalen Streifen aus der cylinderartigen Fléache ausschneidet.
Dann koénnen wir ein Element dieses Streifens durch pd¢ds darstel-
len, und diesen Ausdruck statt dw in Anwendung bringen. Da ferner
der Radius p auf der Oberfliche senkrecht ist, so konnen wir die Diffe-
rentialcoefficienten nach n auch durch Differentialcoefficienten nach p
ersetzen. Dadurch nimmt der auf diese Absonderungsfliche beziigliche
Theil des in (169) vorkommenden Flichenintegrales folgende Form an:

Was das erste hier in Klammer stehende Glied anbetrifft, so ist der
Factor pV fiir unendlich kleine Werthe von p, geméss (IV.), unendlich
klein. Dazu kommt noch, dass bei je zwei Werthen von ¢, welche um 7
von einander verschieden sind, und fiir welche daher p entgegengesetzte

ol
Richtungen hat, der Differentialcoefficient 8_r bei unendlich nahe glei-
chen absoluten Werthen entgegengesetzte Vorzeichen hat, wihrend der
andere Factor pV gleiche Vorzeichen hat, woraus folgt, dass selbst dann,
wenn pV nicht schon an sich unendlich klein wére, das Verschwinden des
Gliedes dadurch eintreten wiirde, dass in dem von 0 bis 27 zu nehmen-
den Integrale nach ¢ je zwei Elemente sich autheben. In dem zweiten

v
Gliede kann man p e gemiss (IV.), durch —2¢eg ersetzen, und unter
p
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r konnen wir statt des auf die Peripherie des unendlich kleinen Krei-
ses beziiglichen Werthes den auf den Mittelpunct beziiglichen Werth
setzen. Dadurch geht der Ausdruck iiber in:

fo2 [

und durch Ausfiihrung der Integration nach ¢ in:

d
Ae gas
r

Eben diesen Ausdruck kann man auch beibehalten, wenn mehrere
Ausnahmelinien vorhanden sind, indem man festsetzt, dass das Integral
sich auf alle diese Linien beziehen soll.

Wihlen wir endlich eine solche Absonderungsflache zur Betrachtung
aus, welche einen Ausnahmepunct umgiebt, also eine mit einem unend-
lich kleinen Radius, der t heissen moge, um diesen Punct beschriebene
Kugelfliche, so konnen wir darin das Flichenelement dw durch 2 do
darstellen, worin do das Element des korperlichen Winkels bedeutet,
und konnen ferner die Differentialcoefficienten nach n durch Differen-
tialcoefficienten nach t ersetzen. Der auf diese Fléache beziigliche Theil
des in (169) vorkommenden Fliachenintegrales lautet dann:

o=
10V
VL - |do.
/ ( ot r Ot )t 7
Hierin gilt vom ersten Gliede im Wesentlichen dasselbe, wie im vo-
rigen Falle. Das Product t?V ist, gemiss (Va.), unendlich klein, und
selbst, wenn dieses nicht der Fall wéare, so wiirde das {iber den ganzen
korperlichen Winkelraum ausgefiihrte Integral dadurch unendlich klein
1
o=

werden, dass a—r an je zwei aneinander gegeniiberliegenden Puncten der
t
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Kugelfliche bei unendlich nahe gleichen absoluten Werthen entgegen-

gesetzte Vorzeichen hat. Im zweiten Gliede ist —t? He gemiss (Va.),

durch eq zu ersetzen, und fiir r kann statt des auf die Kugelfliche beziig-
lichen Werthes der auf den Mittelpunct beziigliche Werth genommen
werden, wodurch der Ausdruck tibergeht in:

4 / do
r
oder nach Ausfithrung der Integration:

4W8g.
r
Sind mehrere Ausnahmepuncte vorhanden, so kann man die auf sie
beziiglichen Theile des Flachenintegrals zusammenfassen in:

47?52%.

Kehren wir nun zu der Gleichung (169) zuriick, und setzen fiir das
darin angedeutete Flachenintegral die Summe der fiir die drei Arten
von Absonderungsflichen gefundenen Ausdriicke, so erhalten wir statt
der Gleichung (170) die folgende:

k h g q
171 V' = —d —d =d E =.
(171) 6/7’ T—G—E/T w+5/r s+e .

Somit ist auch in diesem allgemeineren Falle, wo Ausnahmestellen vor-
kommen, der im Puncte p’ geltende Werth der Function V' vollkom-
men bestimmt, und aus der Form des Ausdruckes ist ersichtlich, dass
V' nichts anderes ist, als die Potentialfunction eines Agens, von wel-
chem ein Theil durch den Raum mit der Raumdichtigkeit k& verbreitet
ist, wihrend zugleich auf gegebenen Flichen endliche Mengen mit der
Flachendichtigkeit h, auf gegebenen Linien endliche Mengen mit der
Liniendichtigkeit g, und in gegebenen Puncten endliche Mengen ¢, ¢
etc. befindlich sind.
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Sollte eine der gegebenen Linien in einer der gegebenen Fliachen
liegen, so wiirde es fiir das Flachenintegral | — dw nur einen unendlich
r

kleinen Unterschied machen, ob es den Theil der Flache, welcher von der
fiir die Linie construirten Absonderungsflache eingeschlossen wére, mit
umfasste, oder nicht, und das Entsprechende wiirde auch fiir den Fall
gelten, wo einer der gegebenen Puncte in einer der gegebenen Flachen
oder Linien lédge.



II. Das Potential

§ 52.
Ausgangspuncte fiir die Auseinandersetzung.

Um den Begriff des Potentials und die Rolle, welche es bei physicali-
schen Untersuchungen spielt, erlautern zu konnen, muss ich zwei Funda-
mentalsitze der Mechanik voraussetzen, ndmlich 1) den Satz von den
virtuellen Bewegungen oder, wie man gewohnlich sagt, von
den virtuellen Geschwindigkeiten, und 2) das D’ ALEMBERT’sche
Princip. Es ist hier nicht der Ort dazu, diese Sétze zu entwickeln und zu
beweisen, sondern ich will sie nur anfithren, um die weiteren Betrach-
tungen daran ankniipfen zu konnen. Dabei will ich sie aber in etwas
vollstandigerer Form aussprechen, als es gewohnlich geschieht, weil es
fiir physicalische Untersuchungen von Wichtigkeit ist, genau zu wissen,
unter welchen Bedingungen sie giiltig sind, und welche Modificationen
sie erleiden, wenn die Bedingungen sich dndern.

§ 53.
Begriff der virtuellen Bewegungen und Unterscheidung
zweier Fille.

Es sei irgend ein System von beweglichen Puncten p, p;, ps etc. gege-
ben, welche entweder ganz frei nach jeder beliebigen Richtung beweglich
oder durch gewisse Bedingungen in ihren Bewegungen beschrinkt sei-
en. Solche beschrankenden Bedingungen konnen in dem Systeme selbst
liegen, wenn die Puncte irgend wie unter einander in Verbindung ste-
hen, so dass durch die Bewegung einiger Puncte die Bewegung anderer
ganz oder theilweise mit bestimmt ist; oder sie konnen von aussen her
gegeben sein, wie z. B. wenn ein Punct gezwungen ist, in einer gegebe-
nen festen Flache oder Curve zu bleiben, oder ganz fest an einer Stelle
zu verharren, wodurch dann natiirlich auch die anderen Puncte, welche
mit diesem zusammenhéngen, entsprechenden Beschriankungen in ihren
Bewegungen unterliegen.
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In Bezug auf die beschriankenden Bedingungen findet noch ein we-
sentlicher Unterschied statt. Wenn ein Punct gezwungen ist, in einer
festen Flache zu bleiben, so kann er sich senkrecht gegen die Fléche
weder nach der einen, noch nach der anderen Seite bewegen. Denkt
man sich aber, der Punct befinde sich an der Oberfliche eines festen,
fiir ihn undurchdringlichen Korpers, so kann er sich in der Richtung
der Normale nach der einen Seite, welche nach dem Innern des Kor-
pers geht, nicht bewegen, wihrend nach der anderen Seite, welche nach
aussen geht, seine Bewegung frei ist. Ebenso verhélt es sich mit der
Electricitédt in einem leitenden Korper, welcher von Nichtleitern umge-
ben ist, indem ein an der Oberfldche befindliches Electricitéitstheilchen
sich wohl nach dem Innern des Leiters, aber nicht nach Aussen bewe-
gen kann. Denkt man sich ferner zwei bewegliche Puncte, welche durch
eine starre Linie unter einander verbunden sind, so konnen sie sich we-
der einander nédhern, noch von einander entfernen; sind sie dagegen
durch einen biegsamen Faden verbunden, und nimmt man an, sie seien
schon so weit von einander entfernt, dass der Faden gespannt sei, so
konnen sie sich zwar nicht weiter von einander entfernen, wohl aber
einander nahern. Ich werde solche Bewegungshindernisse, welche nach
einer Richtung hin die Bewegung unmoglich machen, nach der entgegen-
gesetzten Richtung aber sie frei lassen, Bewegungshindernisse mit
einseitigem Widerstande nennen; solche dagegen, bei denen jede
zwei entgegengesetzte Richtungen sich gleich verhalten, so dass, wenn
nach der einen Seite die Bewegung verhindert ist, sie auch nach der
entgegengesetzten Seite nicht geschehen kann, sollen, wo es zur Unter-
scheidung néthig ist, Bewegungshindernisse mit beiderseitigem
Widerstande genannt werden.

Es moge nun das gegebene System von der Lage aus, in welcher
es urspriinglich betrachtet wurde, eine unendlich kleine Bewegung ma-
chen, so dass die einzelnen Puncte unendlich kleine Wegstiicke zuriick-
legen. Diese kleinen Wege diirfen dem Vorigen nach nicht als fiir jeden
Punct beliebig betrachtet werden, sondern sie miissen so beschaffen
sein, dass sie den beschrinkenden Bedingungen, welchen die Bewegun-



§ 54. II. Das Potential 155

gen der Puncte unterworfen sind, gentigen. Man hat daher ein solches
System von unendlich kleinen Bewegungen, welche jenen Bedingungen
nach moglich sind, indem man urspriinglich vorzugsweise die verschie-
denen Geschwindigkeiten der gleichzeitigen Bewegungen in’s Auge ge-
fasst hat, ein System von virtuellen Geschwindigkeiten genannt.
Diese Bezeichnung ist aber nicht ganz zweckméssig, weil durch die
Geschwindigkeiten, mit welchen die Puncte sich gleichzeitig bewegen,
nur die verhéltnissmassigen Langen der kleinen Wege, nicht aber ihre
Richtungen, welche ebenfalls in Betracht kommen miissen, bestimmt
werden. Ich glaube daher, dass es bezeichnender wére, von virtuellen
Bewegungen zu sprechen, denn bei dem Worte Bewegung denkt man
sogleich an Grosse und Richtung, wiahrend das Wort Geschwindigkeit,
wenigstens im gewohnlichen Sprachgebrauche, die Richtung nicht mit
in sich begreift.

In den meisten Féllen giebt es fiir dasselbe System von Puncten un-
endlich viele Systeme von virtuellen Bewegungen. Wenn alle vorkom-
menden Bewegungshindernisse solche mit beiderseitigem Widerstande
sind, so gehort zu jedem Systeme von virtuellen Bewegungen auch das
entgegengesetzte, indem die Puncte sich sowohl nach der einen, als nach
der anderen Seite bewegen kénnen. Kommen dagegen Bewegungshin-
dernisse mit einseitigem Widerstande vor, so giebt es Systeme von vir-
tuellen Bewegungen, welche nur nach der einen Seite, nicht aber nach
der entgegengesetzten Seite stattfinden konnen. Wir wollen die erste
Art von virtuellen Bewegungen umkehrbare und die letzte Art nicht-
umkehrbare nennen.

§ 54.
Begriff der virtuellen Momente und Ausdruck des
betreffenden Satzes.

Es sei nun weiter angenommen, dass auf die einzelnen beweglichen
Puncte Krifte wirken. Wenn auf einen Punct mehrere Kréfte wirken,
so kann man diese entweder einzeln betrachten, oder sie sich auch in
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eine Resultante zusammengesetzt denken. Diese Krifte werden mit den
virtuellen Bewegungen in der Weise verbunden, dass man jede virtuelle
Bewegung mit der in die Richtung der Bewegung fallenden Componen-
te der auf den Punct wirkenden Kraft multiplicirt, und die dadurch
entstehenden Producte werden die virtuellen Momente der Krifte
genannt. Es gehort also zu jedem Systeme von virtuellen Bewegungen
ein System von virtuellen Momenten. Die einzelnen Momente konnen
positiv oder negativ sein, jenachdem die betreffende Kraftcomponente
nach der Seite hin gerichtet ist, wohin die Bewegung geht, oder nach
der entgegengesetzten.

Mit Hiilfe dieser virtuellen Momente kann man die Bedingungen,
welche erfiillt sein miissen, damit das System von Puncten unter dem
Einflusse der auf sie wirkenden Kréfte im Gleichgewichte sei, auf ein-
fache Weise durch folgenden Satz ausdriicken: Es ist fiir das Gleich-
gewicht nothwendig und hinreichend, dass fiir alle vorkom-
menden Systeme von virtuellen Bewegungen die Summe der
virtuellen Momente Null oder negativ ist.

Es versteht sich hiernach von selbst, dass fiir ein umkehrbares Sy-
stem von virtuellen Bewegungen das erstere stattfinden muss, dass die
Summe der virtuellen Momente Null ist, denn hétte sie einen angebba-
ren negativen Werth, so wiirde man fiir die ebenfalls mdglichen umge-
kehrten Bewegungen einen angebbaren positiven Werth erhalten, was
dem Satze widerspricht. Fiir solche Félle, wo nur umkehrbare virtuel-
le Bewegungen vorkommen, kann man daher einfach sagen: es muss
fiir alle Systeme von virtuellen Bewegungen die Summe der
virtuellen Momente Null sein. Dieses ist die Form, in welcher man
den Satz gewthnlich ausgesprochen findet, indem dabei die Falle, wo
nichtumkehrbare virtuelle Bewegungen vorkommen, ausser Acht gelas-
sen sind.

Um den Satz mathematisch auszudriicken, seien ds, dsq, dso etc.
die kleinen Wege, welche die Puncte bei einem Systeme von virtuellen
Bewegungen zuriicklegen; ferner P, P, P, etc. die Krafte, welche auf
die einzelnen Puncte wirken, wobei jetzt angenommen sein moge, dass,
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wenn auf einen Punct mehrere Kréfte wirken, diese schon in eine Re-
sultante zusammengefasst seien, endlich seien ¢, @1, @9 etc. die Winkel
zwischen den Kréaften und den entsprechenden virtuellen Bewegungen.
Dann werden die virtuellen Momente durch die Producte Pcosp . ds,
Py cospy . sy, Pocosys . dsy ete. dargestellt, und man erhélt als Aus-
druck des vorigen Satzes:

Pcosp.ds+ Prcospy . 081 + Pycos s . sy + ete. <0

oder kiirzer:
(1) ZPCOSQO.(SSSO,

worin fiir den Fall, dass nur umkehrbare virtuelle Bewegungen vorkom-
men, nur das Zeichen = anzuwenden ist, fiir den Fall aber, dass auch
nichtumkehrbare Bewegungen vorkommen, beide Zeichen = und <
gelten.

Fiir die Anwendung ist es bequemer, dem vorigen Ausdrucke ei-
ne etwas andere Gestalt zu geben. Bezeichnen wir die Verédnderungen,
welche die Coordinaten z, y, z des Punctes p durch die kleine Bewe-
gung ds erleiden, mit 0z, oy und dz, und zerlegen wir die auf den Punct
wirkende Kraft P in ihre drei in die Coordinatenrichtungen fallenden
Componenten X, Y und Z, so ist, wie sich leicht nachweisen lasst:

Pcosp.ds=Xdx+Ydy+ Zoz,

und entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die anderen Puncte,
und man erhélt daher statt (1):

(2) D (X bx+Ydy+ Zoz) <0.
§ 55.
Ausdruck desselben Satzes unter Anwendung des Begriffes
der Arbeit.

Die im vorigen Satze mit dem Namen virtuelles Moment bezeich-
nete Grosse steht in innigem Zusammenhange mit einer anderen Grosse,
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welche in der Mechanik eine bedeutende Rolle spielt. Wenn ein Punct
das Wegstiickchen ds zuriicklegt, und die in die Richtung des Weges
fallende Kraftcomponente P cos ¢ an allen Puncten des kleinen Weges
vollkommen gleich ist, so stellt das Product P cos ¢.ds die bei der Be-
wegung von der Kraft gethane Arbeit dar. Die hierbei gemachte
Voraussetzung, dass P cos ¢ seinen Werth wiahrend der Bewegung nicht
andere, ist aber im Allgemeinen nicht streng erfiillt. Wenn die wirksame
Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes nach Grosse und Richtung
verschieden ist, so ist sie auch auf den verschiedenen Theilen des un-
endlich kleinen Weges nicht als vollkommen gleich zu betrachten; und
wenn ferner ds nicht ein Stiick einer geraden Linie, sondern ein Stiick
einer Curve ist, so liegt auch darin ein Grund, weshalb der Winkel ¢
zwischen Kraft und Weg und die davon abhéngige Kraftcomponente fiir
die verschiedenen Theile des Weges etwas verschieden sein muss, selbst
wenn die Richtung der Kraft iiberall dieselbe wire. Der vollstandige
Ausdruck der Arbeit ist daher, wenn man P cos ¢ als Function von s
betrachtet, so zu schreiben:

1 d(Pcos 1 d*(Pcos

Pcosy.ds+ TR —( 7 ?) 552 + 37 —( e ?) §s + etc.
Das erste Glied dieses Ausdruckes ist dasselbe, was im Vorigen das
virtuelle Moment der Kraft genannt wurde, und man sieht also, dass
die von der Kraft bei der kleinen Bewegung gethane Arbeit sich von
dem virtuellen Momente nur durch das Hinzukommen solcher Grossen
unterscheidet, welche in Bezug auf die Weglédnge von hoherer als erster
Ordnung sind.

Hiernach kann man den Gleichgewichtssatz auch folgendermaassen
aussprechen: Fiir das Gleichgewicht ist es nothwendig und hin-
reichend, dass fiir jedes System von virtuellen Bewegungen die
Summe der von allen Kraften gethanen Arbeitsgrossen entwe-
der ein unendlich Kleines von hoherer als erster Ordnung in
Bezug auf die Weglangen, oder negativ ist.

Wenn alle virtuellen Bewegungen umkehrbar sind, so gilt nur das Er-
stere, dass die Gesammtarbeit ein unendlich Kleines von hoherer Ord-
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nung sein muss. Man kann dann bei dieser Art den Gleichgewichtssatz
auszusprechen noch eine weitere Angabe hinzufiigen. Daraus, dass die
unendlich kleinen Grossen hoherer Ordnung positiv oder negativ sein
konnen, entsteht der Unterschied des stabilen und labilen Gleichge-
wichtes, und zwar in folgender Weise. Ist fiir alle Systeme von virtu-
ellen Bewegungen die Gesammtarbeit aller Kréifte negativ, so ist das
Gleichgewicht stabil,; ist sie fiir alle Systeme positiv, so ist das Gleich-
gewicht labil; ist sie endlich, was auch vorkommt, fiir einige Systeme
negativ und fiir andere positiv, so kann man das Gleichgewicht weder
vollkommen stabil, noch vollkommen labil nennen.

§ 56.
Das D’ ALEMBERT’sche Princip.

Aus dem Gleichgewichtssatze léasst sich mit Hiilfe des D’ ALEMBERT-
schen Principes der allgemeine Satz der Bewegung ableiten.

Dabei miissen wir aber die beschriankenden Bedingungen, welchen
die Bewegungen der Puncte unterworfen sind, zum Theil etwas anders
betrachten, als vorher. Es wurde im Vorigen angenommen, dass auch
Bewegungshindernisse mit einseitigem Widerstande vorkommen kon-
nen, von denen vorausgesetzt wurde, dass sie einem beliebigen auf sie
ausgelibten Drucke widerstehen, ohne dass dabei die Kraft, mittelst
deren sie diesen Widerstand leisten, in Betracht gezogen wurde. Bei
der Bewegung aber lasst sich die Sache héufig nicht so einfach abma-
chen, denn wenn man z. B. annehmen wollte, dass ein Punct mit einer
gewissen Geschwindigkeit gegen eine absolut feste Wand floge, so wiir-
de daraus eine plotzliche Vernichtung der Bewegung folgen, wie sie in
der Natur nicht vorkommt. Wenn ein Korper gegen eine feste Wand
fliegt, so findet eine gegenseitige Einwirkung zwischen Wand und Kor-
per statt, welche von zwar sehr kurzer, aber doch endlicher Dauer ist;
wahrend dieser Zeit erleiden die Bewegungen der Theile des Korpers
gewisse Aenderungen, welche ebenso, wie die sonstigen Bewegungsan-
derungen, mit den zugehorigen Kraften in Rechnung gebracht werden
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konnen. Durch dieses Verfahren, welches in anderen dhnlichen Féllen
ebenfalls angewandt werden kann, werden die in Betracht zu ziehen-
den Kréfte vermehrt, aber dafiir fallen die Bewegungshindernisse mit
einseitigem Widerstande als solche aus der Betrachtung fort. Will man
die Sache ganz vollstdndig und streng behandeln, so muss man auch
noch beriicksichtigen, dass die Wand nicht ganz in Ruhe bleibt, son-
dern ebenfalls etwas in Bewegung gerdth und dadurch einen Theil der
lebendigen Kraft des Korpers in sich aufnimmt. Man muss dann also
die Wand und die tibrigen mit ihr in Verbindung stehenden Gegenstén-
de auch als aus beweglichen Theilen bestehende Korper betrachten und
ihre Bewegungen in die Gleichungen mit aufnehmen, so dass also nicht
nur die Kréfte vermehrt werden, sondern das zu betrachtende System
von beweglichen materiellen Puncten selbst vergrossert wird.

Es giebt freilich Félle, wo eine Fléche, welche einseitig der Bewe-
gung widersteht, ohne erheblichen Fehler einfach als absolut festes Be-
wegungshinderniss gelten kann; indessen kann man dieses in den be-
treffenden Féllen zur Vereinfachung der Rechnung benutzen, ohne dass
es nothig ware, in der hier folgenden allgemeinen Betrachtung darauf
Riicksicht zu nehmen. Wir wollen daher im Folgenden voraussetzen,
dass keine Bewegungshindernisse mit einseitigem Widerstande vorkom-
men, und dass somit alle virtuellen Bewegungen umkehrbar sei-
en.

Wir wenden uns nun wieder zu dem frither betrachteten Systeme
von beweglichen Puncten, worunter wir jetzt materielle Puncte mit den
Massen m, my, my etc. verstehen, und deren Coordinaten, welche der
Reihe nach x, y, z; x1, y1, 21 etc. heissen mégen, wir als Functionen der
Zeit t betrachten. Wir bilden nun fiir den ersten Punct, auf welchen eine
Kraft wirkt, deren Componenten X, Y und Z sind, folgende Gréssen:

d*x d?y d*z
X —m—=; -m—=; 4—-—m—F,
dt? dt? dt?
ebenso fir den zweiten Punct die Grossen:
d*x d*y d?z
X1 —my _dt;; Yi —my _dt;; Zy —my _dt21
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u. s. w. Diese Grossen, welche man die Componenten der verlorenen
Krifte nennt, miissen in dem Ausdrucke (2) an die Stelle der Compo-
nenten der gegebenen wirksamen Kréfte gesetzt werden. Dadurch erhélt
man, da von den beiden Zeichen = und < nur das erstere anzuwenden
ist, weil alle virtuellen Bewegungen als umkehrbar angenommen wer-
den, folgende Gleichung:

d’x d%y d?z

Hierin bezieht sich das Summenzeichen auf alle Massen, welche an der
Bewegung theilnehmen, auch wenn darunter solche vorkommen, auf
die keine der gegebenen Kréfte direct einwirkt, wihrend in dem fiir das
Gleichgewicht geltenden Ausdrucke (2), wenn mehrere Puncte unter-
einander in Verbindung sind, von denen einige unter der Einwirkung
der gegebenen Krifte stehen und andere nicht, nur die ersteren unter
dem Summenzeichen enthalten sind.

Dieses ist die allgemeine Bewegungsgleichung, welche bekanntlich
in der Mechanik von grosser Wichtigkeit ist. Sie bleibt auch giiltig,
wenn die beweglichen Massen nicht in Puncten concentrirt sind, son-
dern Raume stetig ausfiillen, in welchem Falle die Summation durch
eine Integration zu ersetzen ist, was nach gewissen Umformungen des
Ausdruckes geschehen kann.

§ 7.
Satz von der Aequivalenz von lebendiger Kraft und Arbeit,
und Bedingung, welche fiir seine Giiltigkeit erfiillt sein muss.

Wir wollen nun die Gleichung (3) dazu anwenden, den Satz von
der Aequivalenz von lebendiger Kraft und mechanischer Ar-
beit abzuleiten.

Dazu miissen wir zunéchst wieder iiber die beschriankenden Bedin-
gungen, welchen die Bewegungen der Puncte unterworfen sind, spre-
chen. Bei den Betrachtungen iiber das Gleichgewicht konnte es als von
selbst verstédndlich angesehen werden, dass diese Bedingungen der Art
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seien, dass durch sie allein keine Bewegung der Puncte veranlasst wer-
den konne. Wenn also z. B. von einem der Puncte angenommen wurde,
dass er gezwungen sei, in einer gegebenen Fléche zu bleiben, so wurde
diese Fldche als fest und unverédnderlich vorausgesetzt, denn wenn die
Flache sich bewegte oder mit der Zeit ihre Gestalt &nderte, so wiirde
dadurch allein schon eine Bewegung des Punctes bedingt sein, so dass
die zum Gleichgewichte gehorige Ruhe nicht moglich wire. Bei den Be-
trachtungen tiber die Bewegung dagegen brauchen solche Félle nicht
ausgeschlossen zu werden, denn man kann sehr wohl die Bewegung ei-
nes Punctes betrachten, welcher sich in einer bewegten Fléache befindet
und deren Bewegung mitmacht, und ausserdem in der Fliache durch die
auf ihn wirkende Kraft noch besonders bewegt wird.

Mathematisch ist die Bedingung, dass ein Punct, dessen Coordina-
ten x, y, z heissen, in einer festen Fldche bleiben muss, darzustellen
durch eine Gleichung von der Form:

F(z,y,2) =0;

dagegen die Bedingung, dass der Punct in einer Flache bleiben muss, die
selbst beweglich oder mit der Zeit veranderlich ist, durch eine Gleichung
von der Form:

F(z,y,z,t)=0.

In dhnlicher Weise kann man den Unterschied zwischen den beiden
Fallen, ob in den gegebenen Bedingungen, denen die Bewegungen der
Puncte unterworfen sind, schon der Grund zur Entstehung von Bewe-
gungen liegt oder nicht, allgemein dahin aussprechen, dass die Glei-
chungen, welche die Bedingungen darstellen, im ersteren Falle ausser
den Coordinaten der gegebenen Puncte noch die Zeit oder andere von
der Zeit abhingige Grossen, im letzteren Falle dagegen nur die Coordi-
naten der Puncte als Verdnderliche enthalten.

Diese beiden Félle unterscheiden sich wesentlich durch die Art, wie
die wirklich stattfindende Bewegung mit den virtuellen Bewegungen zu-
sammenhédngt. Wenn man aus Bedingungsgleichungen, welche die Zeit
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enthalten, die virtuellen Bewegungen bestimmen will, so muss man die-
ses fiir einen bestimmten Zeitmoment thun, und die Zeit ist daher bei
dieser Rechnung als eine constante Grosse zu behandeln. Sei z. B. eine
solche Gleichung, welche die Coordinaten einer Anzahl von Puncten
und ausserdem die Zeit enthélt, in folgender Form gegeben:

(4) F(z,y,z,21,01,21 -+ - - t) =0,

so erhélt man daraus fiir die virtuellen Bewegungen zur Zeit ¢ folgende
Gleichung:

+§—£5$1+2—£5y1+g—2621+ ...... :0,
worin nur Differentialcoefficienten nach den Coordinaten der Puncte
vorkommen. Betrachtet man dagegen die Bewegungen, welche die Punc-
te wahrend der unendlich kleinen Zeit von t bis t+dt wirklich ausfiihren,
und deren Projectionen auf die Coordinatenaxen dx, dy, dz, dx,, dy,
dz; etc. heissen mogen, so muss man fiir diese eine Gleichung bilden, in
welcher die Verdnderung der Zeit mit herticksichtigt ist, ndmlich:

OF oF oF
6 —dr+ —dy+—d
(6) ox $+8y y+azz
oF oF oF
—d. —d —dz 4 ... ... —dt =
+8a:1 1+ o Y1+ 97 21 + +
Hieraus sieht man, dass in einem solchen Falle, wo die gegebenen Be-
dingungsgleichungen die Zeit enthalten, die fiir dx, dy, dz, dxy, dy,
dz; etc. geltenden Gleichungen verschieden sind von den fiir dx, dy, dz,
0x1, 0y, 0z ete. geltenden, und dass daher das System von Bewegun-
gen, welche die Puncte wiahrend der kleinen Zeit von t bis ¢ +dt wirklich
ausfiihren, im Allgemeinen mit keinem der Systeme von virtuellen Be-

wegungen, welche fiir die Zeit ¢ gelten, identisch sein kann. Enthalten
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dagegen die gegebenen Bedingungsgleichungen die Zeit nicht, so fallt in
den fiir dz, dy, dz, dxy, dy;, dz; etc. geltenden Gleichungen das letzte
Glied, welches den Differentialcoefficienten nach t als Factor hat, fort,
und dann stimmen diese Gleichungen mit den fir oz, dy, dz, dx1, oy,
0z etc. geltenden iiberein, und fiir diesen Fall muss daher das System
der wirklich stattfindenden Bewegungen eins der vielen Systeme von
virtuellen Bewegungen sein.

Auf den zuletzt genannten Fall bezieht sich nun unser Satz von
der Aequivalenz von lebendiger Kraft und mechanischer Arbeit, und
ich will die Voraussetzung, von welcher wir bei seiner Entwickelung
ausgehen miissen, und auf welcher daher auch seine Giiltigkeit beruht,
hier noch einmal aussprechen. Die Bedingungsgleichungen, wel-
chen die Bewegungen der Puncte unterworfen sind, diirfen als
Veranderliche nur die Coordinaten der Puncte enthalten; oder
wie man es dem Vorigen nach auch ausdriicken kann: in den gegebe-
nen Bedingungen darf nicht selbst schon der Grund zur Entstehung
von Bewegungen liegen, d. h. es diirfen in ihnen nicht implicite Kréfte
enthalten sein, welche ebenso, wie die explicite gegebenen Kréfte, Be-
wegungen hervorrufen und die vorhandenen Bewegungen beschleunigen
oder verzoégern konnen.

Unter dieser Voraussetzung muss die obige Gleichung (3), welche fiir
jedes System von virtuellen Bewegungen gilt, auch giiltig bleiben, wenn
man statt der virtuellen Bewegungen die wahrend der Zeit dt wirklich
ausgefiihrten Bewegungen setzt, welche ja mit einem der Systeme von
virtuellen Bewegungen zusammenfallen miissen. Um bestimmt anzu-
deuten, dass sich die Bewegungen auf die Zeit dt beziehen, wollen wir
statt dx, dy, dz vollstdndiger schreiben:

dx dy dz

—dt dt, —dt.
a7 dt 7 dt

Durch Substitution dieser Gréssen an die Stelle von dz, dy, 6z geht (3)
iber in:

d’>z\ dx d*y\ dy d’z\ dz
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wofiir wir bei etwas anderer Zusammenfassung der Glieder schreiben
kénnen:

de d*x dy d*y dz d*z
7 ar as dt
(7) Zm(dt TR TR T dt2)
dy dz
- vz ar
Y (x G vzt

Hierin konnen wir die linke Seite einfacher ausdriicken. Bezeichnen
wir die Geschwindigkeit des ersten Punctes zur Zeit ¢t mit v, so ist:

,  (de 2 N dy 2 N dz 2
o\ dt dt
und daraus folgt:

_d<vz)—2 d_SL‘ @_de d2 _i_% &
dt “\at dez Tdt a2 T odt a2 )’

und die entsprechenden Gleichungen miissen auch fiir die Geschwindig-
keiten aller {ibrigen Puncte gelten. Durch Anwendung dieser Gleichun-
gen geht (7) tiber in:

1 d(v dx dy dz
(8) §Zm Z(XE Y%nLZdt)dt.

Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck lisst sich sofort integri-
ren, und wir wollen dieses von irgend einer Anfangszeit t, bis zur Zeit ¢
ausfiihren, wobei wir die zur Anfangszeit stattfindenden Geschwindig-
keiten der Puncte mit vy, (v1)g, (v2)o etc. bezeichnen. Auf der rechten
Seite konnen wir die Integration vorlaufig nur andeuten. Es kommt also:

dx dy dz
9) va ——vao /( a—l—Y%—l—Zdt)dt.

Diese Gleichung enthélt den gesuchten Satz, und es kommt nur noch
darauf an, die Bedeutung der auf beiden Seiten befindlichen Ausdriicke
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naher anzugeben. Wenn eine Masse m sich mit der Geschwindigkeit v

bewegt, so nennen wir %mv2 die lebendige Kraft der Masse!); dem-

1
nach ist = >~ muv? die lebendige Kraft des ganzen Systemes von Massen,

und die linke Seite der Gleichung bedeutet die Zunahme der lebendigen
Kraft, welche wihrend der Zeit von ¢y bis ¢ in dem Systeme stattgefun-
den hat. Was ferner die rechte Seite anbetrifft, so ergiebt sich aus dem,
was in § b5 gesagt ist, dass der Ausdruck:

dx dy dz
X—+Y=+7—)dt
( dt + dt + dt) ’

wenn man von unendlich kleinen Gréssen hoherer Ordnung absieht,
die Arbeit bedeutet, welche die auf den ersten Punct wirkende Kraft
wahrend der Zeit dt thut; und dementsprechend stellt die rechte Seite
der vorigen Gleichung die von allen in dem Systeme wirksamen Kréften
wahrend der Zeit von ¢, bis ¢ gethane Arbeit dar. Folglich lésst sich die
Bedeutung der Gleichung so aussprechen: die wihrend irgend einer
Zeit in dem Systeme entstehende Vermehrung der lebendigen
Kraft ist gleich der wiahrend derselben Zeit von den wirksamen
Kriften gethanen Arbeit.

§ 58.
Unterschied in Bezug auf die Ausfiihrbarkeit des die Arbeit
darstellenden Integrals und Einfiihrung des Ergals.

Wir sind sowohl beim Gleichgewichte als auch bei der Bewegung zu
Gleichungen gelangt, welche die mechanische Arbeit enthalten, und
miissen nun den Ausdruck, welcher die letztere darstellt, etwas naher
betrachten.

Bezeichnen wir die von ty bis ¢t in dem Systeme gethane Arbeit

1) Etwas abweichend von der friiher {iblichen Benennungsweise, nach welcher
mwv? die lebendige Kraft genannt wurde.
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mit L, so ist:

(10) / Z( Y — +chlt)dt.

Hierin sind die Kraftcomponenten X, Y und Z erstens von den Coor-
dinaten der beweglichen Puncte abhéngig, denn die auf einen Punct
wirkende Kraft kann an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden
sein; ferner kénnen sie direct von der Zeit abhéngen, indem die wirksa-
men Kréfte mit der Zeit verdnderlich sein kénnen; ausserdem kénnen
sie von dem augenblicklichen Bewegungszustande des Systems abhén-
gen, wie es z. B. bei der vom Luftwiderstande herrithrenden Kraft der
Fall ist, welche von der Geschwindigkeit des bewegten Koérpers abhéangt.
Da nun aber die Coordinaten der Puncte und alle mit der Bewegung
zusammenhangenden Grossen, welche in den Kraftcomponenten vor-
kommen koénnen, als Functionen der Zeit anzusehen sind, so kann man
auch die Kraftcomponenten selbst als Functionen dieser einen Verén-
derlichen betrachten, und daraus folgt weiter, dass der ganze zu inte-
grirende Ausdruck sich ebenfalls als Function der Zeit allein darstellen
lassen muss. Demnach ist die in unserer Gleichung vorgeschriebene In-
tegration immer moglich, sobald die Bewegung hinlédnglich bekannt ist,
um die Zuriickfiihrung des Ausdruckes auf eine Function der Zeit wirk-
lich bewerkstelligen zu kénnen, indem es sich dann nur noch darum
handelt, eine Function von Einer Verénderlichen nach dieser Verdnder-
lichen zu integriren.

Es giebt aber auch Fille, wo diese Zuriickfithrung nicht nothwendig
ist, sondern wo man das Integral in der Form

/Z(Xda:+Ydy+Zdz)

schreiben und die Coordinaten als von einander unabhéngige Verén-
derliche betrachten kann, und die Integration doch ausfithrbar bleibt.
Dazu ist erforderlich, dass der unter dem Integralzeichen stehende Aus-
druck das vollstandige Differential einer Function der Coordinaten der
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Puncte ist. Die Bezeichnung dieser Function wollen wir, wie es auch
frither schon bei der Einfiihrung des Zeichens U geschehen ist, so wih-
len, dass wir nicht die Function selbst, sondern ihren negativen Werth
durch einen Buchstaben darstellen, welcher €2 sein mag. Dann kénnen
wir setzen:

(11) Y (Xdz+Ydy+ Zdz) = —dQ.

Dadurch geht die Gleichung (10) tiber in:
(12) L:—/dQ:QO—Q,

worin 0y den Anfangswerth von {2 bedeuten soll.

Da nun die Grossen €y und €2 nur Functionen der anfinglichen
und schliesslichen Coordinaten der Puncte sind, so folgt daraus, dass
in diesem Falle die bei irgend einer Bewegung gethane Arbeit nur von
der Anfangs- und Endlage der Puncte abhéngt, nicht aber von den
Zwischenlagen des Systems und von der Form der Wege, welche die
einzelnen Puncte zuriickgelegt haben, was natiirlich eine grosse Verein-
fachung ist.

Die Grosse 2, welche in so einfacher Weise zur Bestimmung der
Arbeit dient, mége nach dem griechischen Worte oyov (Werk, Arbeit)
das Ergal genannt werden. Dann kann man die Bedeutung der vorste-
henden Gleichung so aussprechen: Die bei irgend einer Bewegung
von allen dabei wirksamen Kraften gethane Arbeit ist gleich
der Abnahme des Ergals.

§ 59.
Verinderter Ausdruck der Gleichgewichtsbedingung.

Mit Hiilfe des Ergals kann man dem in § 55 ausgesprochenen Gleich-
gewichtssatze eine einfachere Form geben.



§ 59. II. Das Potential 169

Es wurde dort gesagt, es sei fiir das Gleichgewicht nothwendig und
hinreichend, dass fiir jedes System von virtuellen Bewegungen die Sum-
me der von allen Kréften gethanen Arbeitsgrossen entweder ein unend-
lich Kleines von hoherer als erster Ordnung in Bezug auf die Wegléngen,
oder negativ sei. Wenn nun die in dem Systeme wirkenden Kréfte von
der Art sind, dass sie ein Ergal haben, so wird die Arbeit, jenachdem sie
positiv oder negativ ist, durch eine negative oder positive Aenderung,
d. h. eine Ab- oder Zunahme des Ergals dargestellt. Demgeméss lautet
dann die Gleichgewichtsbedingung: fiir jedes System von virtuel-
len Bewegungen muss die Verdnderung des Ergals entweder
ein unendlich Kleines von héherer Ordnung oder positiv sein.

Wenn alle virtuellen Bewegungen umkehrbar sind, so gilt nur das
Erstere, dass die Verdnderung des Ergals ein unendlich Kleines von ho-
herer Ordnung sein muss, und daraus, dass diese sowohl positiv, als
auch negativ sein kann, entsteht der Unterschied des stabilen und labi-
len Gleichgewichtes. Wenn fiir alle Systeme von virtuellen Bewegungen
nur positive Verdnderungen des Ergals moglich sind, so ist der Werth
des Ergals ein Minimum; wenn nur negative Aenderungen vorkommen,
so ist er ein Maximum; wenn endlich bei einigen Systemen von virtu-
ellen Bewegungen die Verdnderungen positiv und bei anderen negativ
sind, so ist der Werth des Ergals weder allgemein ein Minimum, noch
allgemein ein Maximum. Daran schliesst sich nun der beim Gleichge-
wichte vorkommende Unterschied in folgender Weise an. Der Fall, wo
das Ergal ein Minimum ist, entspricht dem stabilen, der Fall, wo
das Ergal ein Maximum ist, dem labilen Gleichgewichte, wiahrend
in solchen Fillen, wo das Ergal weder allgemein ein Minimum, noch
allgemein ein Maximum ist, auch das Gleichgewicht weder vollstindig
stabil, noch vollstédndig labil ist.
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§ 60.
Die Energie.

Wir kehren nun zu der Gleichung (9) zuriick, und setzen darin fiir
den an der rechten Seite stehenden Ausdruck der Arbeit die in (12)
gegebene Differenz. Zugleich wollen wir auch fiir die lebendige Kraft
ein besonderes Zeichen einfiihren, indem wir setzen:

(13) T = % Z mv?.
Dann lautet die Gleichung:

T —Ty=Qy—Q,
oder anders geschrieben:
(14) T+ Q =Ty + Q.

Diese Gleichung driickt aus, dass die Summe aus lebendiger Kraft und
Ergal zu Ende der Bewegung denselben Werth hat, wie zu Anfang,
und da man die betrachtete Bewegung beliebig abgrenzen und somit
wahrend ihres ganzen Verlaufes jeden Zeitpunct als Endpunct wéhlen
kann, so kann man allgemeiner sagen: die Summe aus lebendiger
Kraft und Ergal ist wihrend der Bewegung constant.

Fiir diese Summe, welche natiirlich bei der Behandlung der Bewe-
gungserscheinungen eine wichtige Rolle spielt, hat man einen beson-
deren Namen eingefiihrt, indem man sie die Energie des Systems ge-
nannt hat, wodurch der vorige Satz folgenden noch kiirzeren Ausdruck
gewinnt: die Energie bleibt bei der Bewegung constant. Diesen
Satz nennt man den Satz von der Erhaltung der Energie.

§ 61.
Ein Fall, in welchem die Kréafte ein Ergal haben.

Zu den Fillen, wo ein Ergal existirt, gehort zunéchst der schon frii-
her in § 5 behandelte Fall, wo die Krafte, welche auf einen beweg-
lichen Punct wirken, sich zerlegen lassen in anziehende und
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abstossende Krifte, welche von festen Puncten des Raumes
ausgehen und ihrer Stirke nach irgend welche Functionen der
Entfernung sind.

Es seien p/, p), ph etc. solche feste Puncte mit den Coordinaten
'y, 2, yy, 21 ete. und von den beweglichen Puncten sei vorldufig
nur Einer p mit den Coordinaten x, y, z zur Betrachtung ausgewahlt.
Die Entfernung zwischen p und p’ heisse r’, so dass man hat:

(15) r=\(x—2)2+(y—y)>+(z— )2,

und die Kraft, mit welcher p’ auf p wirkt, werden durch f(r’) dargestellt,
und sei abstossend oder anziehend, jenachdem diese Function positiv
oder negativ ist. Ebenso sei der Abstand zwischen p und p} mit | und
die von p| ausgehende Kraft mit f;(r}) bezeichnet u. s. f. Wenn man
dann folgende neue Functionen bildet:

- / F() dr'

Fi( 7"1 /fl rl drl,

und darauf setzt:
(16) U=F(')+ F(r) +ete.= Y F(r')

so ist U die Kraftfunction fiir den Punct p, und man hat:

oU oU oU
X=—a Y_—a—y, Z=—7"

In Folge dieser Gleichung kann man schreiben:

Xd:c—l—Ydy—i—Zdz:—(g—Ud —i—aa—Ud —l—g—Ud)
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und da U eine Grosse ist, welche nur die Coordinaten z, y, 2z als Verédn-
derliche enthélt, so ist der hier rechts in Klammer stehende Ausdruck
ihr vollstéandiges Differential, welches kurz mit dU bezeichnet werden
kann, und somit ist die geforderte Integration ohne Weiteres ausfiihr-
bar, indem man erhalt:

(17) /(Xda:—l—Ydy+Zdz):—/dU:—U+Const.

Hat die Bewegung des Punctes p von einem gegebenen Anfangs-
puncte aus stattgefunden, dessen Coordinaten xg, vy, 2o heissen mogen,
und nennen wir den Werth, welchen die Function U an dieser Stelle
hat, Uy, so gilt fiir die Arbeit, welche bei der Bewegung von dort aus
bis zu dem Puncte x, y, z von den wirksamen Kraften gethan ist, die
Gleichung;:

(18) L=U,-U.

Daraus folgt, dass bei dieser Art von Kréften das oben Gesagte gilt,
dass ndmlich, wenn der Anfangs- und Endpunct der Bewegung gege-
ben sind, die Arbeit vollstéandig bestimmt ist, ohne dass man den Weg,
auf welchem der Punct von der einen Stelle zur anderen gelangt ist, zu
kennen braucht. Ja man kann noch mehr sagen: es brauchen nur die bei-
den Niveaufldchen, in welchen der Anfangs- und Endpunct liegen, und
welche bekanntlich bestimmten Werthen der Function U entsprechen,
gegeben zu sein, um die Arbeit vollstandig bestimmen zu koénnen.

Die vorstehenden Betrachtungen kénnen wir nun leicht auf den Fall
ausdehnen, wo nicht blos Ein beweglicher Punct p, sondern ein ganzes
System beweglicher Puncte p, p1, ps etc. gegeben ist, wihrend die Kraf-
te, welche auf sie wirken, wie vorher, von den festen Puncten p/, p,
ph etc. ausgehen. In diesem Falle giebt es fiir jeden der beweglichen
Puncte eine Kraftfunction der vorher besprochenen Art, und wenn man
diese der Reihe nach mit U, Uy, U,, etc. bezeichnet, so kann man schrei-



§ 62. II. Das Potential 173

ben:

Y (Xdr+Ydy+ Zdz) = —dU — dUy, — dUs — etc.
= —d(U + U1 + U2 + etc.).

Die hier auf der rechten Seite in Klammer stehende Summe kann man
auch in folgender Weise bezeichnen:

(19) U+ Ui+ Uz +ete. = Y F(r),

worin aber das Summenzeichen eine weitere Bedeutung hat, als in der
Gleichung (16), indem es nicht blos so viele Glieder umfasst, als feste
Puncte vorhanden sind, sondern so viele, als es Combinationen von je
einem beweglichen mit einem festen Puncte giebt. Die obige Gleichung
lautet demnach:

(20) Y (Xdr+Ydy+Zdz)=—dY F(r).

Der zu integrirende Ausdruck ist also auch fiir beliebig viele bewegliche
Puncte auf die Form eines vollsténdigen Differentials zuriickgefiihrt und
die durch ) F(r") dargestellte Grosse ist somit das Ergal.

§ 62.
Ein anderer Fall, in welchem die Krafte ein Ergal haben.

Ein anderer Fall, welchen wir zu betrachten haben, ist der, wo die
beweglichen Puncte unter einander selbst anziehende oder ab-
stossende Krifte ausiiben, welche ihrer Stirke nach irgend
welche Functionen der Entfernung sind.

Der Abstand der beiden Puncte p und p;, deren Coordinaten z, y, z
und 1, y1, 21 sind, heisse r, so dass man hat:

(21) r=y(@—2)?+ (Y -y + (2 - 2)%

und die Kraft, welche sie auf einander ausiiben, sei durch ¢(r) bezeich-
net. Diese Kraft wirkt auf beide Puncte mit gleicher Stidrke und in
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entgegengesetzter Richtung, und sie kommt daher in der Formel fiir die
Gesammtarbeit zweimal vor, erstens am Puncte p, wo ihre Componen-

ten sind:
T — T Yy—uy 2=z
o(r) — o(r) pa— o(r) p—

und zweitens am Puncte p;, wo ihre Componenten sind:

Ty — T B —Y, &1z
plr) ——s olr) = olr) ——
Nun hat man in Folge von (21):
or = —x d or T, — X
— = und — =
ox r 0xy T

und man kann daher, wenn man noch die Function ®(r) mit der Be-
deutung;:

T—1r or _ 09(r)
plr) —— =) 5o =——5 =

T —T or  02(r)
90<T) r - SO(T) 81‘1 - al'l .

Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die Componenten nach der
y- und z-Richtung, und die sechs Componenten der beiden entgegen-
gesetzten Krafte werden daher durch folgende Differentialcoefficienten
dargestellt:

O0(r)  9%(r)  0%(r),
or = 9y ' 9z

oP(r) od(r) 0D (r)
8x1 ’ B 8y1 ’ B 821
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Nimmt man nun aus der ganzen Summe:
Y (Xdr+Ydy+ Zdz)

den Theil heraus, welcher sich auf diese beiden entgegengesetzten Kraf-
te bezieht, so lautet derselbe:

B ((‘3@(7’)d +(9<I>(7’)d 0dD(r) &

ox ¢ Jy vt 0z
N 0D (r) dis + 0D (r) dys + 0D (r) i)
0x, Oy 0%

und der hier in Klammer stehende Ausdruck ist, da r nur von den
sechs Grossen z, y, z, x1, y1, 21 abhéngt, und daher auch ®(r) als
eine Function dieser sechs Grossen zu betrachten ist, ein vollstdndiges
Differential, wofiir man einfach d®(r) schreiben kann.

Ebenso giebt jede zwischen zwei beweglichen Puncten wirkende
Kraft sechs Glieder, welche zusammen ein vollstandiges Differential bil-
den. Man kann daher, wenn nur solche Kréfte vorkommen, welche die
beweglichen Puncte unter einander austiiben, schreiben:

(22) > (Xdz+Ydy+ Zdz) = —d®(r) — d®:(r) — etc.
= —d[D(r) + Py (r1) + etc.]

=—d) (),

worin die an der rechten Seite angedeutete Summe so viele Glieder
enthélt, als sich aus den beweglichen Puncten Combinationen zu je
zweien bilden lassen. Es existirt somit auch fiir diesen Fall ein Ergal,
welches durch Y ®(r) dargestellt wird.

Nimmt man nun endlich den Fall an, dass die beiden betrachte-
ten Arten von Kréften gleichzeitig wirken, dass also die beweglichen
Puncte Anziehungs- und Abstossungskrifte sowohl von festen
Centren aus erleiden, als auch unter einander selbst ausiiben,
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so braucht man nur die beiden vorher gewonnenen Resultate zu verei-
nigen. Man erhélt dann:

(23) Y (Xdr+Ydy+Zdz)=—dY F(r')—d) o(r)
——d |3 P+ Y00,

worin sich auf der rechten Seite die erste Summe auf alle Combinationen
je eines beweglichen Punctes mit einem festen Puncte, und die zweite
Summe auf alle Combinationen der beweglichen Puncte unter einander
zu je zweien bezieht. Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck
ist also das Ergal, so dass wir setzen konnen:

(24) Q=) "F()+> o).

§ 63.
Potential eines entweder in einzelnen Puncten concentrirten
oder durch einen Raum stetig verbreiteten Agens auf ein
anderes.

Wir wollen nun die vorher gemachten Annahmen in derselben Weise
weiter specialisiren, wie wir es in § 6 und 7 gethan haben, um von der
allgemeinen Kraftfunction zur Potentialfunction zu gelangen. Es soll
ndmlich angenommen werden, dass sich in den Puncten, welche
auf einander wirken, gewisse Mengen von Agentien befinden,
welche die Wirkung ausiiben und erleiden, und dass ferner die
Krafte dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional
seien.

Die in den beweglichen Puncten p, p;, ps etc. befindlichen Mengen
seien ¢, qi, ¢z etc.,!) und die in den festen Puncten p/, p/, p} etc. be-
findlichen Mengen ¢', ¢}, ¢, etc. Die Kraft, welche die Mengen ¢ und ¢/,

1) Fiir die in den Puncten befindlichen Mengen der wirksamen Agentien sind
andere Zeichen gew#hlt, als fiir die in denselben Puncten befindlichen materiellen
Massen, welche mit m, mq, mo etc. bezeichnet wurden, weil namlich die Agentien,
welche die Kréfte ausiiben, von den Massen, welche dadurch in Bewegung gesetzt
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welche um die Strecke 7’ von einander entfernt sind, auf einander aus-
iiben, wird durch
o

2
dargestellt, worin e ein Factor ist, welcher von der Natur der Agentien
und von den gewéhlten Einheiten abhéngt. Nehmen wir an, dass alle
auf einander wirkenden Agentien von gleicher Natur seien, und dass
zwischen ihnen nur solche Unterschiede vorkommen, die sich dadurch
ausdriicken lassen, dass man die Mengen theils positiv, theils negativ
in Rechnung bringt, so ist jener Factor fiir alle vorkommenden Combi-
nationen von zwei Mengen gleich, und wir haben ihn oben fiir diesen
Fall zum Unterschiede mit £ bezeichnet.

Wir erhalten demnach fiir die Function, welche die Kraft zwischen

zwei Mengen ausdriickt, die Form:

N qq
f(T)—Eﬁ

und daraus folgt:

/
F(r') = —/f(r’) dr' = 5qr—({.
Bilden wir nun die in den Gleichungen (19) und (20) vorkommende
Summe Y F(r’), fiir welche wir in diesem Falle ein besonderes Zei-
chen W’ einfiihren wollen, so erhalten wir:

/
qq
(25) W' =e¢ 77
worin das Summenzeichen alle Combinationen je einer der Mengen ¢
mit einer der Mengen ¢ umfasst, und ' der zu jeder Combination

gehorige Abstand ist.

werden, verschieden sein konnen. Denkt man sich z. B. ein ponderables Moleciil, wel-
ches mit Electricitdt geladen ist, so kann man sich vorstellen, dass durch die Kraft,
welche die Electricitét erleidet, nicht nur diese selbst, sondern auch das Moleciil, an
welchem sie haftet, in Bewegung gesetzt wird.
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Diese Grosse W ist das Potential des Systemes der ¢’ auf das
System der ¢. Da in ihr die Mengen ¢ und ¢’ in ganz gleicher Weise
vorkommen, so kann man sie auch das Potential des Systemes der ¢
auf das System der ¢, oder auch das Potential der beiden
Systeme auf einander nennen.

Man kann die vorige Summe in der Weise zerlegen, dass man immer
die Glieder, welche eine und dieselbe Menge des Systemes der ¢ ent-
halten, zusammenfasst und daraus Partialsummen bildet, welche man
dann noch addiren muss, um die Gesammtsumme zu erhalten. Diese
Partialsummen lauten, wenn man jedesmal die allen Gliedern gemein-
same Menge vor das Summenzeichen setzt:

! ! /
q q q
8q§ ;; Eq E 7’_1; £q2 E r_g etc.

worin die verschiedene Bezeichnung der Absténde 7/, r}, 75 etc. andeu-
ten soll, dass in jeder Summe die Abstéinde von dem Puncte aus ge-
rechnet werden miissen, wo sich die vor dem Summenzeichen stehende
Menge befindet. Nun sind aber die Grossen:

q q q
‘EZF; € r—ll; 5ZE etc.,
die Werthe der Potentialfunction des Systemes der ¢’ an den Puncten,
wo sich die Mengen ¢, ¢, ¢2 etc. befinden, und wir wollen diese Werthe

dem Fritheren entsprechend mit V', V/, V etc. bezeichnen, dann lauten
jene Partialsummen:

aV's Vi @V ete
und dadurch geht der Ausdruck fiir das Potential tiber in:
(26) W => qV'.

Man kann statt dieses Ausdruckes auch den ihm analogen schreiben,
welcher entsteht, wenn man die beiden Systeme unter einander ver-
tauscht. Sei ndmlich V' die Potentialfunction des Systemes der ¢ an der
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Stelle, wo sich eine der Mengen ¢’ befindet, so ist:

(26a.) W' = Z qV.

Wenn die Agentien, welche auf einander wirken, nicht in einzelnen
Puncten concentrirt sind, sondern Rédume stetig ausfiillen, so muss man
sie in Elemente zerlegen, und statt der Summenzeichen Integralzeichen
einfithren. Dadurch erhélt man an Stelle der Gleichung (25):

dqdq'
(27) W’zs// .

worin sich die eine Integration iiber das ganze Agens ¢ und die andere
iber das ganze Agens ¢ erstreckt. Durch Einfiihrung der Potentialfunc-
tion des einen oder des anderen Agens erhélt man:

(28) W':/V’dq: /qu/.

§ 64.
Potential eines Systemes von Puncten, welche mit Agens
versehen sind, oder eines durch einen Raum stetig
verbreiteten Agens auf sich selbst.

Wir betrachten nun in derselben Weise die Krafte, welche die
Bestandtheile des beweglichen Systemes auf einander aus-
iiben. Gehen wir zuerst wieder von dem Falle aus, wo endliche Mengen
4, q1, g2 etc. des Agens in Puncten concentrirt sind, so ist ohne Wei-
teres klar, dass die in (22) vorkommende Summe ) ®(r), welche wir
fiir unseren jetzigen Fall mit W bezeichnen wollen, folgende Form
annimmt:

(29) erZ%,

worin das Summenzeichen sich auf alle Combinationen der Mengen ¢
zu je zweien bezieht, und r die betreffenden Absténde bedeutet. Die-
se Grosse ist das Potential des mit den Mengen ¢, ¢, ¢» etc.
versehenen Systemes von Puncten auf sich selbst.
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Fiir den Fall, dass das Agens einen Raum stetig ausfiillt, muss man
setzen:

_1 dq dq
(30) W—Qe// )

worin die Integration zweimal {iber dasselbe Agens auszufiihren ist.
Bedeutet V' die Potentialfunction des betrachteten Agens an der Stelle,
wo sich eins seiner eigenen Elemente dq befindet, so geht der vorige
Ausdruck iiber in:

1
(31) W= §/qu.

1
Der Factor 5 welcher in diesen Ausdriicken enthalten ist, obwohl er

sich in den entsprechenden Ausdriicken (27) und (28) nicht findet, mus-
ste in diesem Falle deshalb hinzugefiigt werden, weil in den Integralen
jedes Product aus zwei Elementen dg,, und dg,, doppelt vorkommt, ein-
mal in der Anordnung dg,, dg, und das andere Mal in der Anordnung
dgq, dq,,, wiahrend es in dem Potentiale nur einmal vorkommen darf.
Ausser diesem Umstande ist bei den Formeln fiir W noch ein an-
derer Umstand zur Sprache zu bringen. Unter den unendlich vielen
Combinationen von je zwei Elementen, welche jene Integrale in sich
begreifen, kommen auch solche vor, welche nicht zwei verschiedene Ele-
mente, sondern zweimal dasselbe Element enthalten. Der einer solchen
Combination entsprechende Theil des Gesammtintegrales ist aber nicht

dqg d
944 den Nen-

ner r absolut gleich Null zu setzen hat, sondern man ﬁann sich das
Element dq wieder in unendlich viele Theile zerlegt denken, deren jeder
ein unendlich Kleines von hoherer Ordnung ist, und kann nun durch
entsprechende Combination dieser Theile unter einander ebenso das
Potential der unendlich kleinen Menge dq auf sich selbst bilden, wie in
dem Ausdrucke (30) das Potential einer endlichen Menge auf sich selbst

in dem Sinne aufzufassen, dass man in dem Ausdrucke
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gebildet ist. In diesem Potentiale des Elementes dq auf sich selbst kom-
men dann wieder Glieder vor, in denen je einer der in héherer Ordnung
unendlich kleinen Theile mit sich selbst combinirt ist. Mit einem sol-
chen Gliede kann man dann wieder ebenso verfahren, wie vorher mit

dem Gliede dqdq

Es fragt SiC£ nun, ob dieser Umstand, dass in dem Integrale auch die
Potentiale der einzelnen Elemente auf sich selbst enthalten sind, wegen
des darin vorkommenden unendlich kleinen Nenners der bestimmten
Ausfiihrung der Integration hinderlich ist, und, wenn dieses nicht der
Fall sein sollte, ob diese Potentiale der einzelnen Elemente auf sich
selbst einen solchen Einfluss auf den Werth des Gesammtpotentials
haben, dass sie bei der Ausfiihrung der Integration irgendwie besonders
beriicksichtigt werden miissen.

Beide Fragen lassen sich am leichtesten beantworten, wenn wir die
in (31) gegebene zweite Formel von W betrachten, weil wir die darin
vorkommende Function V' schon oben vollstdndig behandelt haben, und
daher die Transformationen, welche bei der in (30) gegebenen ersten
Formel n6thig waren, nicht mehr auszufiihren brauchen. Dabei versteht
es sich dann von selbst, dass, was fiir die zweite Formel gilt, auch fiir die
erste gelten muss, da jene in vereinfachter Form ganz dasselbe ausdriickt
wie diese.

Wir wissen aus dem Friiheren, dass die Potentialfunction auch im
Innern des von dem Agens stetig erfiillten Raumes iiberall einen endli-

, und kann so beliebig weiter fortfahren.

chen Werth behélt, und demnach muss auch das Integral / V dq einen

vollstandig bestimmten endlichen Werth haben, wodurch die erste Fra-
ge entschieden ist. Was ferner die zweite Frage anbetrifft, so haben wir
in § 11 unter (25) die Potentialfunction in folgender Form dargestellt:

1% ze//klrdrda,

worin do das Element des korperlichen Winkels ist. In dieser Form ist
der Abstand r nicht nur aus dem Nenner verschwunden, sondern er
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kommt sogar als Factor vor. Daraus folgt, dass, wenn man sich um
den Punct, auf welchen sich die Potentialfunction bezieht, und wel-
cher in dieser Formel zugleich der Mittelpunct der Polarcoordinaten
ist, einen unendlich kleinen Raum abgegrenzt denkt, es auf den Werth
von V nur einen unendlich kleinen Einfluss haben kann, ob man bei
seiner Berechnung die in diesem kleinen Raume enthaltene Menge des
Agens berticksichtigt oder nicht. Demnach kénnen wir auch bei dem In-

tegral | V dq sagen, es macht nur einen unendlich kleinen Unterschied,

ob bei der Bestimmung von V' die kleine Menge dq mitgerechnet oder
fortgelassen ist, und wenn man annimmt, dass das letztere geschehen
sei, d. h. dass in den verschiedenen Gliedern V' dq, Vidq, ...... V., dqy,
welche in dem Integrale vorkommen, die Werthe von V', V; ...... Vi
immer so bestimmt seien, dass dasjenige Element, mit welchem die Po-
tentialfunction multiplicirt ist, in ihr selbst nicht vorkommt, so fallen
dadurch aus dem Integrale die Combinationen, welche zweimal dassel-
be Element enthalten, fort. Da somit der Unterschied, welcher in dem
Gesammtintegrale dadurch entsteht, dass man die Potentiale der ein-
zelnen Elemente auf sich selbst entweder miteinbegreift, oder fortlasst,
nur ein unendlich kleiner ist, so folgt daraus, dass es durchaus nicht er-
forderlich ist, diese Potentiale in irgend einer Weise speciell in Betracht
zu ziehen.

Ganz anders verhélt es sich in dem zu Anfang dieses § betrachte-
ten Falle, wo wir uns endliche Mengen des Agens in einzelnen Puncten
concentrirt dachten. In diesem Falle wiirde es einen wesentlichen Unter-
schied machen, wenn man das betreffende Potential so verstehen wollte,
dass darin nicht nur die Potentiale der verschiedenen Mengen auf einan-
der, sondern auch die Potentiale der einzelnen, in Puncten concentrirten
Mengen auf sich selbst enthalten sein miissten. Bei der letzteren Auffas-
sung wiirde man zu einem Potentiale von unendlicher Grosse gelangen,
und man muss daher, wenn man einen endlichen Werth behalten will,
die Potentiale der einzelnen Mengen auf sich selbst fortlassen. Daraus
folgt dann aber, dass die erhaltene Grosse, welche oben »das Potential
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des mit den Mengen ¢, ¢, g etc. versehenen Systemes von Puncten auf
sich selbst« genannt wurde, nicht als gleichbedeutend mit dem Poten-
tiale des gesammten in den Puncten befindlichen Agens auf sich selbst
zu betrachten ist.

Uebrigens ist der Fall, wo endliche Mengen eines Agens in mathema-
tischen Puncten concentrirt sind, nur ein fingirter, der in der Wirklich-
keit nicht vorkommen kann. Es kommt daher bei Betrachtung wirklich
vorkommender Félle die zuletzt erwahnte Unterscheidung gar nicht zur
Sprache.

§ 65.

Anwendung der Potentiale zur Bestimmung der Arbeit.

Mit Hiilfe der in den vorigen §§ definirten Potentiale lassen sich nun
die Arbeitsgrossen ebenso darstellen, wie es schon oben beim Ergal
auseinandergesetzt wurde, da das Potential ja nur ein specieller Fall
des Ergals ist. Indessen moge es wegen der vielfachen Anwendungen
des Potentials hier noch einmal kurz angefiihrt werden.

Wenn ein Agens, dessen Theile beweglich sind, seien diese Theile
nun in einzelnen Puncten concentrirt, oder durch einen Raum stetig
verbreitet, sich unter dem Einflusse eines festen Agens bewegt, so wird
die Arbeit, welche dabei von den Kréaften des letzteren gethan wird,
dargestellt durch die Abnahme des Potentials des festen Agens auf das
bewegliche. Bezeichnen wir also dieses Potential, wie oben, mit W’ und
seinen Anfangswerth mit W, so ist die Arbeit:

W, — W'

Ebenso wird die Arbeit derjenigen Kréfte, welche die Theile des be-
weglichen Agens auf einander ausiiben, dargestellt durch die Abnahme
des Potentials des beweglichen Agens auf sich selbst, welches oben mit
W bezeichnet wurde, und der Ausdruck fiir diese Arbeit ist daher:

Wy —W.
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Wenn man endlich beide Arten von Kréften beriicksichtigen will, so
muss man auch beide Potentiale anwenden, und erhélt als Ausdruck
der Arbeit:

(W +W"o — (W + ).

In diesem Falle kann man die Sache aber auch noch anders ausdriicken.
Denkt man sich nédmlich noch das Potential des festen Agens auf sich
selbst gebildet, welches W heissen moge, so ist die Summe W+W'4+W"
das Potential des gesammten Agens, des festen und beweglichen zusam-
men, auf sich selbst. Bei der Bewegung des beweglichen Agens bleibt
nun das Potential W des festen Agens auf sich selbst unverdndert, und
der Ausdruck fiir die Arbeit &ndert daher seinen Werth nicht, wenn man
dieses Potential darin mit aufnimmt, und schreibt:

(W+W +W"g— (W +W +W").

Wenn man also das feste und bewegliche Agens zusammen als ein Gan-
zes betrachtet, und dessen Potential auf sich selbst bildet, so stellt die
Abnahme dieses Potentials die Arbeit aller wirksamen Kréfte dar.

Ebenso wie bei der Bestimmung der Arbeit gilt natiirlich auch bei
der Formulirung der Gleichgewichtsbedingung und bei der Bestimmung
der Energie Alles, was oben allgemein vom Ergal gesagt ist, in dem spe-
ciellen Falle, wo nur Anziehungs- und Abstossungskréfte vorkommen,
welche dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional sind, vom
Potential.
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Ableitung der in § 17 erwdhnten Form der Potentialfunction eines
homogenen Korpers.

In den ersten Auflagen dieses Buches habe ich eine eigenthiimliche
Form der Potentialfunction eines homogenen Korpers entwickelt, wel-
che sich durch ihre Einfachheit und die Leichtigkeit, mit welcher sich
aus ihr gewisse Schliisse ziehen lassen, auszeichnet. Diese Form habe ich
in der dritten und ebenso auch in der vorliegenden Auflage im Texte
fortgelassen, um dort die Uebersichtlichkeit nicht durch zu grosse Brei-
te zu storen. Indessen scheint sie mir doch ein hinlédngliches Interesse
darzubieten, um sie hier in einem Zusatze mitzutheilen.

Wenn man in dem in § 7 unter (Ia.) gegebenen Ausdrucke der Po-
tentialfunction, ndmlich
dq’

.

V=c¢

das Mengenelement dq’ durch das Product kdr ersetzt, worin dr das
Raumelement und £ die als constant vorausgesetzte Dichtigkeit bedeu-
tet, so kommt:

V =ck ﬁ,
,

und wenn man hierin ferner, wie in § 11, fiir dr das Product 72 dr do
einfiihrt, worin do das Element des korperlichen Winkels darstellt, so

lautet die Gleichung:

V =ck / / rdrdo
oder anders geschrieben:
(1) V—ak/do/rdr.

Verfahrt man mit diesem Ausdrucke so, wie es in § 22 mit dem un-
ter (77) gegebenen Ausdrucke von X geschehen ist, so erhilt man zu-
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néchst durch Integration nach r

k
2) V= 62 / (£R2 F R,? + etc.) do.

Setzt man hierin ferner, wie es dort geschehen ist:

(3) do = i# dw,

worin dw das Oberflachenelement bedeutet, welches dem Elemente des
korperlichen Winkels do entspricht, und ¢ den Cosinus des Winkels dar-
stellt, welchen die auf dw nach Aussen hin errichtete Normale mit dem
von p nach dw gezogenen und dariiber hinaus verlangerten Leitstrah-
le bildet, und wahlt man dabei die Vorzeichen in der dort erlauterten
Weise, so erhalt man:

k
(A) V= 82 idw,

worin das Integral sich einfach {iber die ganze Oberfliche des gegebenen
Korpers zu erstrecken hat. Dieses ist der erwahnte neue Ausdruck der
Potentialfunction eines homogenen Koérpers, welcher sowohl fiir Puncte
innerhalb des Korpers, als auch fiir Puncte ausserhalb desselben giiltig
ist.

Mit Hiilfe dieses Ausdruckes lasst sich der Werth von AV fiir inner-
halb und ausserhalb des Korpers gelegene Puncte leicht bestimmen. Es
ist namlich:

5k 2 0%
4 A Ll d
(4) V= (8x2+8y2+82)w

Um die hierin angedeuteten Differentiationen auszufiihren, miissen wir
1 ausdriicken. Die Cosinus der Winkel, welche der nach dw gezogene
Leitstrahl mit den Coordinatenaxen bildet, mégen mit a, b, ¢ und die
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Cosinus der Winkel der auf dw errichteten Normale mit den Coordina-
tenaxen mit «, 3, v bezeichnet werden; dann ist:

(5) i =aa+bp+ .
Ferner ist, wenn &, 1, ¢ die Coordinaten des Elementes dw sind:

R R ‘TR

Dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:
€ —z)atn—y)B+(C—2)

T

(7) i =
und zugleich ist:
(8) R=/(§—2)*+ (n—y)*+ (¢ - 2)*

Hiernach konnen wir die Differentialcoefficienten von ¢ bilden, und be-
kommen:

(@_5_‘76@'_%
or  R2 R
o n—y. B
) <8y R? R
9i _(—z. 7
0 R2 'R
(0% 3(E—-x2)*P—-R*. (-1
022 RA i
1 3n—-y?-R . n-y
(10) 0 7 i—2 7 g
32i_3(C—z)2—R2,_ (—=z
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Wenn man diese drei Gleichungen addirt, so heben sich die ersten
Glieder an der rechten Seite auf, und es bleibt:
0% 0% | 0% (E—2)atm—y)B+(C—2)

W Gt ap T an =2 I

und dadurch geht die Gleichung (4) tiber in:

l
(12) AV = —5k/ﬁdw.

Hierin kann man nun geméss (3) wieder do fiir dw einfithren, Da-
bei ist, wie es in § 22 auseinandergesetzt wurde, in solchen Fillen, wo
ein Leitstrahl die Oberfliche mehrmals schneidet, dasselbe Element do
mehrmals mit verschiedenen Vorzeichen zu setzen, und man erhélt da-
durch, jenachdem der Punct p innerhalb oder ausserhalb des Korpers
liegt, eine der beiden Gleichungen:

AV = —5k/(1—1+1—etc.)da
(13)
AV = —51{;/(—1 + 1 — etc.) do,

von denen die erstere in der Klammer eine ungerade und die letztere
eine gerade Anzahl von Gliedern hat. In der ersteren Gleichung heben
sich die in der Klammer stehenden Glieder, mit Ausnahme des ersten,
gegenseitig auf, und es bleibt:

AV = —Ek:/da,

worin die Integration {iber den ganzen korperlichen Winkelraum aus-
zufiihren ist, so dass man endlich erhalt:

(14) AV = —4rek.
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In der zweiten Gleichung heben sich alle in der Klammer stehenden
Glieder gegenseitig auf, und es kommt:

(15) AV =0,

welches die beiden zu beweisenden Gleichungen sind.

In Bezug auf die ersten Ableitungen des unter (A) gegebenen Aus-
druckes von V' stellt sich ein eigenthiimliches Verhalten heraus. Indem
man die Gleichung (A) nach x differentiirt, erhdlt man:

oV ek 01 ek (& —
(16) ox o o W ) ( R? - E) d.

Wenn man hierin fiir den Bruch >— x, welcher den Cosinus des Winkels

bedeutet, den der vom Puncte p nach dem Flachenelemente dw gezogene
Leitstrahl mit der x-Axe bildet, den oben eingefiihrten Buchstaben a
setzt, so lautet die Gleichung:

ov ek a
1 — — — | dw.
(17) r 2 (R R) “
Vergleicht man hiermit den in § 20 unter (56) gegebenen Ausdruck
von X, namlich:

(18) = —ekr/—dw

so scheint es auf den ersten Blick, als ob die aus der Bedeutung der
Potentialfunction hervorgehende Gleichung

oV
(19) X=-—

nicht erfiillt ware. Es lasst sich aber durch eine geometrische Betrach-
tung nachweisen, dass der Ausdruck, um welche die linke und rechte
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Seite dieser letzten Gleichung scheinbar von einander verschieden sind,
sich auf Null reducirt.

Wir wollen diesen Nachweis dadurch fiihren, dass wir zeigen, dass
man aus derselben Gleichung, aus welcher der oben unter (18) gegebe-
ne Ausdruck von X abgeleitet ist, auch einen anderen Ausdruck ablei-
ten kann. Der Allgemeinheit wegen wollen wir dabei statt der speciell
nach der z-Richtung gehenden Kraftcomponente, die in die Richtung
einer beliebigen durch p gezogenen Geraden [ fallende Kraftcomponen-
te L betrachten. Die zur Bestimmung dieser Kraftcomponente dienende
Gleichung lautet, wenn wir den Winkel, welchen der Leitstrahl mit der
Geraden [ bildet, mit ¢ bezeichnen, und demgemaéss in der in § 22
unter (77) gegebenen Gleichung cos ¥ an die Stelle von a setzen, folgen-
dermaassen:

(20) L= —5k:/dacosz9/d7“

und hieraus erhalt man durch Integration:
(21) L =—ck /(:I:R1 F Ry £ ete.) cos v do,

welche Gleichung den beiden in § 22 unter (78) und (78a.) gegebenen
Gleichungen entspricht. Ry, R, etc. bezeichnen wie dort die Léngen,
welche der von p ausgehende Leitstrahl bis zu den Puncten hat, wo
er die Oberfliche schneidet. Von den beiden Vorzeichen, welche vor
jedem R stehen, ist das obere zu nehmen, wenn der Leitstrahl, indem er
wachst, die Oberflache von innen nach aussen durchschneidet, und das
untere, wenn er die Oberfliche von aussen nach innen durchschneidet.
Das Integral ist, wenn p innerhalb des Korpers liegt, iiber den ganzen
korperlichen Winkelraum 47 zu nehmen, und wenn p ausserhalb des
Korpers liegt, iiber den Theil des kérperlichen Winkelraumes, innerhalb
dessen die von p ausgehenden Leitstrahlen die Oberflaiche des Korpers
treffen.

Wir fiihren nun, um das Element do auszudriicken, Polarcoordina-
ten um den Punct p ein, indem wir die durch p gehende Gerade [ als
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Axe nehmen, und dann unter 14, wie vorher, den Winkel des Leitstrahles
mit der Axe verstehen, und mit ¢ den Winkel bezeichnen, welchen die
durch die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit einer anderen durch
die Axe gehenden festen Ebene bildet. Dadurch geht die Gleichung (21)
iiber in:

(22) L=—ck //(:I:Rl F Ry £ ete.) cos ¥ sin ¥ di) dep.

Hierin wollen wir unsere Aufmerksamkeit zunéchst nur auf das Integral
nach ¢ richten, welches wir der Kiirze wegen durch einen einfachen
Buchstaben bezeichnen wollen, indem wir setzen:

(23) J = /(:I:R1 F Ry £ ete.) cos ¥ sin ¢ do.

Dieses Integral bezieht sich auf die Curve, in welcher eine durch die
Axe gelegte und nach der durch den Winkel ¢ bestimmten Richtung
gehende Ebene die Oberflaiche des Korpers schneidet, und es ist fiir un-
seren Zweck vortheilhaft, das Bogenelement ds dieser Curve statt des
Winkelelementes diy anzuwenden. Wenn an der Stelle, von wo aus wir
die Lénge s des Bogens rechnen wollen, der Leitstrahl die Oberfliche in
der Richtung von innen nach aussen durchschneidet, so nehmen wir
s nach der Seite hin als wachsend an, wohin ¢} wichst, im anderen Falle

d
umgekehrt, so dass — im ersteren Falle positiv, im letzteren negativ
s
ist. Wenn dann die Curve in ihrem weiteren Verlaufe sich so biegt, dass
die Durchschnittsrichtung des Leitstrahles sich umkehrt, so macht es

sich von selbst, dass an derselben Stelle auch 2—19 sein Vorzeichen &n-
s

dert. Demnach hat — immer dasselbe Vorzeichen, mit welchem der zu

s
diesem Bogenelemente gehdrige Leitstrahl R in der vorigen Gleichung

zu nehmen ist, und man kann daher statt =R dv schreiben R d— ds. Da

S
ferner zu jedem Elementarwinkel dv gerade so viele Bogenelemente ds
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gehoren, als die vorige Gleichung verschiedene Werthe von R enthilt,
so geht die Gleichung iiber in:

(24) J:/Rcosﬁsinﬁﬁds,
ds
worin R und ¢, da der Winkel ¢ bei der Integration constant ist, als
Functionen von s zu betrachten sind.
Wir wollen nun den zu integrirenden Ausdruck in zwei Factoren
zerlegen, welche in der folgenden Gleichung durch einen Punct von ein-
ander getrennt sind:

J:/Rsinﬁ.cosﬁ@ds,
ds

und auf dieses Product wollen wir die Methode der theilweisen Inte-
gration anwenden. Da das Integral von cos ¢ e ds einfach sin ¢ ist, so

s
erhalten wir, wenn wir die Grenzwerthe von R und ¢ mit R/, ¢/ und
R, 9" bezeichnen:

d(Rsin )

ds.
ds s

(25) J = R'sin?¥" — R'sin® ¢’ — /Sinﬁ
Die beiden ersten Glieder dieses Ausdruckes sind entweder gleich Null,
oder, wenn sie angebbare Werthe haben, so heben sie sich gegensei-
tig auf. Da namlich unsere Integration von der geschlossenen Durch-
schnittscurve, welche die Ebene mit der Korperoberfliche bildet, nur
den Theil umfassen soll, welcher an der einen Seite der Axe liegt (denn
die nach der entgegengesetzten Seite der Axe gehende andere Hilfte
derselben Ebene entspricht einem anderen Werthe von ¢, der um 180°
von dem hier angenommenen verschieden ist), so sind in Bezug auf die
Grenzen der Integration zwei Félle moglich. 1) Wenn von der Curve nur
ein Stiick an der einen Seite der Axe liegt, so liegen die beiden End-
puncte dieses Stiickes in der Axe selbst, und die Grenzwerthe ¥ und ¢’
des Winkels ¢ sind daher entweder 0 oder 7, woraus folgt, dass sin ¢
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und sin#”, und mit ihnen jene beiden Glieder einzeln gleich Null wer-
den. 2) Wenn die ganze geschlossene Curve an der einen Seite der Axe
liegt, so féllt ihr Endpunct mit dem Anfangspuncte zusammen. Die bei-
den Grenzwerthe sowohl von R als auch von 9 sind also unter einander
gleich, und jene beiden Glieder heben sich gegenseitig auf. Es kann auch
vorkommen, dass die beiden erwahnten Félle zugleich stattfinden oder
einer von ihnen sich mehrmals wiederholt, da die Durchschnittscurve
einer Ebene mit der Korperoberfliche aus mehreren in sich geschlosse-
nen Theilen bestehen kann; aber dadurch wird an dem Resultate, dass
die beiden ersten Glieder des vorigen Ausdruckes fortfallen, nichts ge-
andert. Es bleibt also nur das letzte Glied zu betrachten, und wenn wir
dieses noch dadurch abdndern, dass wir unter dem Integralzeichen mit
R multipliciren und dividiren, so kommt:

Rsinv M ds
(26) J= —/ ds .

R

Dieser Ausdruck muss nun noch, um den vollstdndigen Ausdruck
von L zu erhalten, geméss der Gleichung (22), mit dy multiplicirt und
mit dem zweiten Integralzeichen und dem Factor —ek versehen werden.
Es kommt also:

d(Rsind)

Rsim?d—
27 L = ¢k S
(27) . // d

Der Zahler des Bruches, welcher hier unter dem Integralzeichen steht,
hat eine einfache geometrische Bedeutung. Das Product Rsin® ist die
Projection des Leitstrahles R auf eine auf der Axe senkrechte Ebene,
und demnach ist, wie man leicht sieht, der ganze Zéhler seinem absolu-
ten Werthe nach die auf dieselbe Ebene bezogene Projection desjenigen
Elementes der Oberfléche, welches den Elementen ds und dy entspricht,
welche Projection, abgesehen vom Vorzeichen, durch cosv . dw darge-
stellt wird, wenn dw das Oberflichenelement, und v den Winkel zwi-
schen der darauf errichteten Normale und der Axe bedeutet. Was die

ds dp
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Vorzeichen anbetrifft, so kann man sich durch eine néhere Betrachtung
des Gegenstandes leicht davon iiberzeugen, dass in Folge dessen, was
iiber den Sinn, in welchem s als wachsend angenommen wird, gesagt

d(Rsind

ist, die Grosse g, welche allein in jenem Zéhler ihr Vorzeichen
S

andern kann, immer dasselbe Vorzeichen hat, wie cos v, wobei ich daran

erinnern will, dass die Normale, auf welche sich der Winkel v bezieht,

immer in der Richtung vom Korper nach aussen hin betrachtet wird.

Man kann also schreiben:
d(Rsin9)
s

Rsind dsdp = cosv . dw,

und dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:
(28) L=ck / Ccz” dw.

Diese Gleichung enthélt an der rechten Seite den gesuchten Ausdruck
der in die [-Richtung fallenden Kraftcomponente L.

Um hieraus den Ausdruck der in die xz-Richtung fallenden Kraft-
componente X zu erhalten, brauchen wir nur fiir cos v das Zeichen «
zu setzen, welches wir oben fiir den Cosinus des Winkels, welchen die
auf dw errichtete Normale mit der z-Richtung bildet, angewandt haben.
Es kommt also:

(29) X = Ek/%dw.

Aus der Vergleichung dieses hier gewonnenen Ausdruckes von X mit
dem frither gewonnenen und oben unter (18) angefiihrten ergiebt sich
die Gleichung:

(30) / (“—R’ ; %) do =0,

mit Hiilfe deren sich die Gleichungen (17) und (18) mit (19) in Ueber-
einstimmung bringen lassen.
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Da es iibrigens nach der Potentialtheorie als selbstverstiandlich an-
ov
zusehen ist, dass die Kraftcomponente X gleich ——— sein muss, so

x
kénnte man auch die Schlussweise umkehren, und die in (17) und (18)
an der rechten Seite stehenden Ausdriicke, nach Abdnderung des Vor-
zeichens eines derselben, ohne Weiteres einander gleich setzen, also:

ek ar  « at
— ———=]dv=ck [ =d
2 (R R> vTe / R
wodurch man sofort, ohne die vorher angestellten etwas weitlaufigen

Betrachtungen, zu der geometrisch interessanten, fiir jede geschlossene
Fliache geltenden Gleichung (30) gelangen wiirde.

Zusatz I1.

Beweis des in § 29 angefiihrten Satzes.

Es sei in einer Ebene eine geschlossene Curve gegeben. Die Ebe-
ne moge als zy-Ebene eines rechtwinkligen Raumcoordinaten-Systemes
genommen werden. Es sei ferner ein beliebiger Punct p im Raum mit
den Coordinaten z, y, z gegeben, und von diesem ein Perpendikel auf
die Ebene geféllt. Betrachten wir nun irgend einen Punct der Curve,
dessen Coordinaten & und 1’ heissen mogen, so soll sein Abstand vom
Puncte p mit R, und der in der Ebene vom Fusspuncte des Perpendikels
aus nach ihm gezogene Leitstrahl mit U bezeichnet werden. Errichtet
man an diesem Puncte auf der Curve eine in der Ebene liegende, nach
auswérts gehende Normale, so soll der Cosinus des Winkels, welchen
diese Normale mit der z-Axe bildet, mit o/, und der Cosinus des Win-
kels, welchen sie mit der Verldngerung des Leitstrahles U bildet, mit
7" bezeichnet werden. Nennt man dann noch ein an dem betreffenden
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Puncte genommenes Bogenelement der Curve ds, so soll bewiesen wer-
den, dass folgende Gleichung stattfindet:

(1) / [<R2 i ;:[)](f, =) i — RZ[; a'|ds=0,

worin das Integral iiber die ganze geschlossene Curve zu nehmen ist.
Setzen wir zur Abkiirzung:

(R?+22)(¢ = =) ,
P= 1
2) RU?

2
Q=

z

RU2“

so lautet die zu beweisende Gleichung:

3) [P-@as-

Es moge nun der Winkel, welchen der Leitstrahl U mit der xz-Axe
bildet, mit ¢, und das dem Bogenelemente ds entsprechende Element
dieses Winkels mit dy bezeichnet werden; dann ist, wie man leicht sieht,
und wie es auch schon in der Gleichung (98) § 28 ausgedriickt wurde:

i'ds = £U dp.

Hierin ist, wenn ds und dy beide als positiv betrachtet werden, das
obere oder untere Vorzeichen anzuwenden, jenachdem ¢’ positiv oder
negativ ist, d. h. jenachdem der Leitstrahl U, indem er wichst, den
Umfang in der Richtung von innen nach aussen oder von aussen nach
innen durchschneidet. Nimmt man aber an, dass, wiahrend man von
irgend einem Anfangspuncte aus in einem gewissen Sinne in der Cur-
ve herumgeht, der Bogen s immer wachsen soll, und betrachtet dabei
zugleich den Winkel ¢ als Function von s, so kann der Differential-

coeflicient Is sowohl positiv, als negativ sein, und zwar dndert er an
s
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denselben Stellen der Curve sein Vorzeichen, wo der mit ¢’ bezeichnete
Cosinus sein Vorzeichen dndert. Lasst man also s in dem Sinne wachsen,

d
dass der Differentialcoefficient —* an irgend einer Stelle der Curve glei-

ches Vorzeichen mit i’ hat, so ha%en diese beiden Grossen auch iiberall
gleiche Vorzeichen, und man kann daher in der vorigen Gleichung von
den beiden &usserlich hinzugefiigten Vorzeichen ein fiir alle Mal das
obere anwenden, und somit folgende Gleichung bilden:

do
4 = U .
(4) i I

Ferner ist o’ ds, abgesehen vom Vorzeichen, die Verdnderung, wel-
che die Coordinate 1’ eines in der Curve beweglichen Punctes erleidet,
wahrend dieser das Bogenelement ds durchlauft. Da nun die Gleichung

n —y="Using

gilt, worin y dem Obigen nach eine durch die Lage des Punctes p im
Voraus gegebene Grosse ist, so hat man:

dn’ = d(U sin p)
und demnach kann man schreiben:
a'ds = +d(Usin p).

Was das Vorzeichen anbetrifft, so iiberzeugt man sich leicht durch ein-
fache geometrische Betrachtungen, dass auch in dieser Gleichung, wenn
man den Bogen s in dem vorher festgesetzten Sinne als wachsend an-
nimmt, iiberall das obere Vorzeichen anzuwenden ist, und man kann
daher folgende Gleichung bilden:

d(U sin )

(5) o = —
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Setzen wir die in (4) und (5) gegebenen Werthe von i’ und o' in
den Gleichungen (2) ein, und schreiben zugleich fiir die Differenz &' — x
ihren Werth U cos ¢, so erhalten wir:

P R% 4 22 dp
~ T RU YU
0= 22 d(Usin )
 RU?2 ds
= e S dU+ > cos dy
= R s T RU Y g
und demnach:
dy 22
(6) P — Q——(:OS.(,pal——RU2 ngoE.

Hierin lassen sich die beiden Glieder an der rechten Seite in der Weise
umgestalten, dass sie in einen Differentialcoefficienten zusammengezo-
gen werden konnen. Bedenkt man, dass

— 3 /U2 + 227
worin z von s unabhéngig ist, und daher

AR _U U
ds R ds’
so erhalt man:

J(E
) 1w row
ds R ds U?’ ds

B U? - R? d_U
~ RU?2 ' ds
22 dU

CRU2 ds’
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Wendet man diese Gleichung auf das zweite an der rechten Seite ste-
hende Glied der Gleichung (6) an, und setzt zugleich im ersten Gliede:

o8 de  dsing
Plds  ds
so kommt:
'(z)
R dsing U
P—-Q=—.—-+sinp——%
C=T T T T
oder zusammengezogen:
d <§ sin gp)
(7) P-Q=——"7—=.

ds

Demnach nimmt das in den Gleichungen (3) und (1) enthaltene
Integral folgende einfache Gestalt an:

d (g sin gp)
et

ds

Hierin ldsst sich die Integration ohne Weiteres ausfiithren, und giebt,
wenn wir die Grenzwerthe des Integrales durch die Indices 0 und 1

andeuten:
Esin — Esin
i) T\Ttht)

Fiir eine geschlossene Curve, bei welcher der Anfang und das Ende
des Bogens in einen und denselben Punct zusammenfallen, sind beide
Grenzwerthe gleich und heben sich auf, und die zu beweisende Glei-
chung (1) ist somit erfiillt.
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