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Liebe Leserin, lieber Leser,

etwaein Jahr ist seit dem Erscheinen der letzten
mathPAD verstrichen. Wir waren einfach zu sehr mit
MuPAD beschaftigt, um an eine neue Ausgabe
denken zu konnen:

e Im November ‘94 konnte MuPAD den
Européi schen Hochschul-Softwarepreis in der
Kategorie ,Mathematik" gewinnen — bei grof3er
internationaler Konkurrenz.

e Im Marz ‘95 waren wir e nmal mehr auf der
CeBIT vertreten, dort haben wir u.a. eine
AlphaVersionvon WinMuPAD présentiert (der
Windows-Versionvon MuPAD).

e Im Juli ‘95 wurde die neue Version1.2.2
freigegeben.

Die neue Version 1.2.2 hat entscheidende Fortschritte
gebracht, auch wenn sich diesin der Release-
Nummer nicht recht ausdruckt. Das mag man unter
anderem daran messen, dal3 MuPAD nun 69 der 131
Aufgaben der Test Suite von M. Wester 10st (etwa 40
mehr alsin der Version1.2.1). Damit liegt MUPAD
nun Kopf an Kopf mit den kommerziellen ,,6 anderen
CA-Systemen — nur diedrei anderen ,,M*“-Systeme
lbsen mehr Aufgaben.

Zu verdanken ist dieser Quantensprung mal3geblich
Dr. Paul Zimmermann,* der unsere Gruppe fur ein
Jahr besucht hat. Er streift in seinem Artikel kurz die
wesentlichen Neuerungen — fur eine ausfuhrliche
Beschreibung fehlt leider der Platz. Wir mochten |hm
an dieser Stelle nochmals fur seinen tatkraftigen
Enthusiasmus danken.

Erwéahnt sei noch der Artikel von Sergei O. Ivanov
Uber das Liosen von Ungleichungen. Der begabte
junge (14-jahrige) Autor aus der Ukraine, der bereits
fur die letzte Ausgabe einen Artikel schrieb, besucht
gerade fur langere Zeit unsere Arbeitsgruppe.

Ansonsten gibt esin dieser Ausgabe nicht allzuviel
MuPAD-spezifisches. Als Forum fur Informationen
Uber MuPAD haben wir seit einiger Zeit einen
eigenen WWW-Server aufgebaut. Die ,Adresse” ist

http:// mat h- wwv. uni - pader bor n. de/
MuPAD/

Dort finden Sie unter anderem alles Wissenswerte zur
neuen Version und zur Distribution, schauen Sie doch
mal rein!

B.F.& K.D.

1INRIA Lorraine, Paul . Zi mernann@oria. fr



Maxflow-Algorithmen

Karsten Morisse
Universitat GH Paderborn, kano@ini - pader bor n. de

Die Bestimmung eines maximalen Flusses in einem Netzwerk ist eines der
klassischen Problemeder Netzwerkfluf3theorie. Sait nahezu 40 Jahren
beschaftigen sich Wissenschaftler mit diesem Problem.

1 Problemstellung

Inderklassi schenNetzwerkfl uldtheoriegehtmanvonderfolgendenSituationaus:  Essel G = (V, E) eingerichteter,
zusammenhangender Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge £ C V' x V, wobei n = |V | und m = |E]|.
Ferner seien ¢ und s zwei ausgezeichnete Knoten aus V. Jeder Kante e € F ist eine positive, reelle Kapazitét
7(e) zugeordnet, welche durch U beschranktist. N = (G, 7, g, s) heifdt ein FluBnetzwerk mit Quelle ¢ und Senke
s. Eine Abbildung f : V x V. — Rmit0 < f(i,7) < 7(i,7) fur ale (4,7) € E und mit f(V,i) = f(i,V)
furalei € V \ {q,s} heildt ein FlulR in N. Die erste Bedingung driickt die Zulassigkeit des Flusses aus, d.h.
die Kantenkapazitaten werden nicht Uberschritten. Die zweite Restriktion ist eine Konservativitétsbedingung, die
den Verbrauch an Zwischenknoten untersagt. Der Wert oder die Stérke eines Flusses f ist die Differenz zwischen
Ausgangs- und Eingangsfluf? in der Quelle q. Beim Maxflow-Problem ist nach eéinem maximalen Fluf3 von der
Quelle zur Senke gefragt.

DasM axflow-Probl emistei nSpezi al fall ei nerlinearenOpti mi erungsauf gabeundkannsomi tbei spi el swei semitdem
Simplex-Algorithmus (z.B. [Dan66] oder Varianten mit speziellen Pivot-Strategien, z.B. [GH90, Gri86, GGT90])
oder einem anderen Verfahren (z.B. [Kar84, Kha79]) gelost werden. Die schnellsten bekannten Verfahren sind
jedoch dedizierte Algorithmen. Eine Vielzahl derartiger Verfahren sind entwickelt worden, von denen ich in
diesem Bericht einige vorstellen mochte. Dabel beschranke ich mich auf die Angabe wesentlicher 1deen ohne
Beweise. Einen umfassenderen Uberblick ilber die Ergebnisse der Netzwerkfluftheorie zusammen mit vielen
Anwendungsbeispielen kann man z.B. in [AMO93] finden.

Man kann die Verfahren aus der Literatur grob in zwei Klassen einteilen. Die alteren Verfahren basieren auf der
Suche nach erweiternden Wegen Dabei geht man von einem Fluf? f aus und sucht im Netzwerk einen solchen
erweiternden Weg von ¢ nach s anhand dessen man f vergrof3ert. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, das
wahrend jeder Phase die Konservativitat in den Zwischenknoten gewéhrleistet ist. Einen anderen Ansatz verfolgen
die Preflow-Push-Algorithmen. In ihnen betrachtet man eine etwas abgeschwéchte Version des Flulbegriffes:
ein Preflow entspricht einem Flul? mit der Ausnahme, dal3 der Eingangsflul? eines Knotens den Ausgangsfluf
Uberschreiten darf. Die dabei auftretenden Uberschiisse in den Knoten werden durch Verteilung auf benachbarte
Knoten abgebaut. Die Preflow-Push-Algorithmen sind den auf der Suche nach erweiternden Wegen basierenden
Algorithmen in verschiedener Hinsicht Uberlegen. Zum einen zeigen sie sowohl theoretisch wie auch praktisch ein
besseres Laufzeitverhalten. Ein zweiter Vorteil ist, dal3 sie besser fur eine parallele Implementation geeignet sind.
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2 Erweiternde Wege und blockierende Flusse

2.1 Der Markierungsalgorithmus von Ford & Fulkerson

Der erste Algorithmus zur Bestimmung eines maximalen Flusses ist der Markierungsalgorithmus von Ford &
Fulkerson [FF56]. Er basiert auf der Suche nach erweiternden Wegen. Ausgehend von einem bereits vorhandenen
FluR f bildet man das Restnetzwerk N, das aus den Knoten von N besteht und die folgenden Kanten besitzt: Ist
f(i,5) < 7(4,7), so nimmt man die Kante (4, j) as Vorwértskante mit Kapazitét 7,(i,j) = 7(¢,75) — f(4,4) in
Ny auf. Ist f(4,5) > 0, so nimmt man (4, 7) as Ruckwartskante (entgegen der urspringlichen Ausrichtung) mit
Kapazitédt f (i, j) in Ny auf. Offensichtlich besitzt dannjede Kantein NV, einepositive Kapazitat. Ein erweiternder
Weg(AP) in N ist ein Wegvon g nach s im Restnetzwerk N¢. Mit Hilfe der AP’ skann ein Flul3 vergrof3ert werden.
Dazu bestimmt man die minimale Restkapazitat § der Kanten auf diesem Weg, und durch die Festsetzung

/ | f(e)+ 6, eVorwértskante
Fle):= { f(e) — 6, e Ruckwartskante @

erhalt man einen neuen FluB f’, der einen groReren Wert als f besitzt. Von fundamentaler Bedeutung ist die
Tatsache, da3 ein FluB f genau dann maximal ist, wenn es bezuglich f keinen APin NV gibt.

Ein moglicher Ansatz ist es daher, ausgehend vom initialen Flu® f (z.B. dem Nullfluf3), solange nach AP's zu
suchen und f gemald (1) zu vergrofRern, bis kein solcher Weg mehr gefunden wird. Das Ergebnisist dann der
gesuchte maximale FluR. Genau diesen Ansatz verfolgt der Markierungsalgorithmus. Er kommt ohne explizite
Konstruktion des Restnetzwerkes aus, sondern er verwendet eine modifizierte Breitensuche zur Bestimmung von
AP's. Beim Durchlaufen des Netzwerkes werden die Knoten mit Markierungen versehen. Darin ist codiert von
welchem Knoten und Ulber welche Art von Kante (Vorwérts- oder Ruckwaértskante) ein Knoten erreicht wurde.
Ferner ist die minimale Restkapazitét des bislang durchlaufenen Weges Teil der Markierung.

DielLaufzeit desVerfahrenshangtin erster Linievonder Auswahlder AP sab. Inder ursprunglichen Formulierung
des Markierungsalgorithmus ist keine Strategie zur Bestimmung der AP's angegeben. Ein solcher Weg kann in
O(m) Zeit gefunden werden, er ist jedoch keinesfalls eindeutig. Werden die AP’ s ungeschickt gewahlt, so kann
dies zur Konstruktion sehr vieler derartiger Wege fuhren, da die Vergrdfierung des Flusses in jedem Schritt nur
sehr gering ist. Die Laufzeit hangt dann nicht nur von der GroRRe des Netzwerkes ab, sondern auch von den
vorkommenden Kapazitaten. Damit hat der Algorithmus exponentiellen Aufwand in der Lange der Eingabe.

Beiirrationalen Kantenkapazitatenkann der Algorithmusallerdings versagen. Einerseitsist dieTerminierungnicht

garantiert und andererseits konvergiert das Verfahren nicht gegen einen maximalen FluR!. Besitzt der maximale
Flu die Starke M, so kann man fur jedes d > 1 ein Netzwerk konstruieren, so daf3 der Algorithmus gegen einen
Fluld mit Starke % konvergiert. Bei ganzzahligen oder rationalen Kapazitaten ist das Ergebnis der maximale Fluf3
und auch dieser ist dann ganzzahlig bzw. rational.

Edmonds & Karp [EK72] haben untersucht, wie der Markierungsalgorithmus durch Auswahl spezieller AP's
verbessert werden kann. Fuhrt man die VergrofRerung des Flusses entlang eines AP’ s kurzester Lange (SAP) aus
— dazu ist lediglich die Breitensuche zum Finden von AP's geringfugig zu modifizieren, indem man namlich
digjenigen Knoten auswahlt, deren Markierung am langsten zurtckliegt (dazu kann man die zu bearbeitenden
Knoten z.B. in einer Queue speichern) — so fihrt dies auf einen Algorithmus mit Laufzeit O(nm?), der auch im
Fall von irrationalen Kantenkapazitéten korrekt arbeitet.

1Diekleinstenderartigen Netzwerkebesitzen 6K notenund8K anten(siehe[Zwi95]).

2 mathPAD Vol 5 No 1, November 1995
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2.2 Der Algorithmus von Dinic

Die Suche nach SAP s startet beim modifizierten Markierungsal gorithmus jedes Mal von neuem. Hat man jedoch
einmal einen klrzesten Weg der Lange k& gefunden, so konnen die nachfolgenden SAP sniemals Kurzer as & sein.
Diese Tatsache hat Dinic [Din70] zur Verbesserung des Algorithmus ausgenutzt. Zur effizienteren Suche nach
SAP swerden geschichtete Hilfsnetzwerke verwendet. Solch ein Netzwerk ist ein Teilgraph des Restnetzwerkes
und es besteht aus Schichten Vy = {¢}, V4, ..., Vi—1,Va = {s} von disunkten Knotenmengen. Jede Kante in
diesem NetzwerkfuhrtvoneinerSchicht V; indieSchicht V;, ;. DurcheineeinfacheBreitensuche kanneinSchich-
tennetzwerk in O(n+m) Zeitkonstruiertwerden. Ein blockierender FluRisteinFlufl? ineinemSchichtennetzwerk,
in dem auf jedem Wegvon ¢ nach s wenigstens eine Kante mit voller Kapazitat durchflossen wird. Dies bedeutet,
dal3 es keinen AP bzgl. dieses Flusses gibt der nur Uber Vorwértskanten fuhrt. Schichtennetzwerke haben den
Vorteil, dal3 man in ihnen Wegevon ¢ nach s in O(n) Zeit sehr einfach finden kann, da alle Wegevon ¢ nach s in
diesem Netzwerk die gleiche Lange haben.

Der Algorithmus besteht aus mehreren Phasen. In jeder Phase wird ein geschichtetes Netzwerk konstruiert und
anschlief?end werden darin AP sbestimmt. Der Algorithmus wére gegentiber dem Markierungsal gorithmus keine
V erbesserung, wenn nach jedem gefundenen AP ein neues Schichtennetzwerk konstruiert werden wurde. Stattdes-
sen wird in einem Schichtennetzwerk durch eine Tiefensuche solange nach diesen Wegen gesucht, bis die Senke
nicht mehr erreichbar ist. Mit Hilfe der gefundenen Wegewird ein blockierender Fluf3 gemaf3 (1) konstruiert, der
dann ein blockierender Fluf fur das Schichtennetzwerk ist und um den der bisherige Gesamtflufd vergroRRert wird.
Die Laufzeit einer Phase betragt O(nm). Wird in einer Phase kein Weg von ¢ nach s mehr gefunden, so wird die
Phase beendet und ein neues Hilfsnetzwerk konstruiert. Dieses hat dann eine grofRere Anzahl von Schichten alsdie
Hilfsnetzwerke der vorhergehenden Phasen. Der Algorithmus endet, wenn bei der Konstruktion des Hilfsnetzwer-
kes die Senke von der Quelle aus nicht mehr erreichbar ist. Da es maximal n — 1 Phasen geben kann, ergibt sich
die Gesamtlaufzeit des Dinic-Algorithmus zu O (n?m).

DurchdieV erwendungdynamischerBaumstrukturenhabenS| eator& Tarjan[ ST83] einel mpl ementationdesDinic-
Algorithmus entwickelt, der nur O(m log n) Zeitzur Bestimmungeines blockierenden Flusses benttigt. Diesfuhrt
zu einem O(nmlogn) Algorithmus zur Berechnung eines maximalen Flusses. Die verwendete Datenstruktur ist
jedoch sehr komplex und aufwendig zu verwalten, und hat sich, obwohl theoretisch in der Laufzeitabschatzung
Uberlegen, gegentiber anderen Methoden praktisch als unterlegen erwiesen (siehe auch Abschnitt 4).

2.3 Preflow-Algorithmus von Karzanov

Beim Algorithmus von Dinic wird bei der Bestimmung blockierender Flusse pro DFS-Durchlauf nur ein AP
bestimmt. Die Berechnung eines blockierenden Flusses benotigt demnach O(nm) Zeit. Karzanov [Kar74] konnte
dieseLaufzeitauf O(n?) reduzieren,indemernichtnureinenA Pbestimmt,sondernversucht,mehreresol cherWege
gleichzeitig zu berechnen. Das generelle Schema, die Bestimmung blockierender Flusse in Schichtennetzwerken,
ist identisch zum Dinic-Algorithmus.

Der Algorithmus arbeitet im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Verfahren mit Preflows. Ein Preflow f ist
eine Abbildung f : V xV — Rmit0 < f(i,5) < 7(i,5) fur jedes (¢,5) € E und f(V,i) > f(:,V) fur
dlei € V' \ {q, s}. DieDifferenz zwischen Eingangs- und Ausgangsfluf? in einem Knoten ¢ bezeichnet man mit
Uberschul e (7). Ein Knoteni € V' \ {g, s} heif’t balanciert, fallse (i) = 0 gilt. Andernfalls heif}t der Knoten
unbalanciert. Das Restnetzwerk bezuglich eines Preflows f bildet man exakt so wie im Fall von Flussen. Der
Karzanov-Algorithmus verwendet bis zur Terminierung Preflows. Erst dannsind alle Knoten balanciert, so dal3 der
dann anliegende Preflow ein FluBist.

Wéhrend der Durchfuhrung des Algorithmusist jeder Knoten in einem der beiden Zustande blockiert oder frei. Fur
einen blockierten Knoten v gilt: auf jedem Wegvon v zur Senke gibt es wenigstens eine geséttigte Kante. Das
VerfahrenfuhrteineFolgevon Push undBal ance Operationenaus. EinePush-Operationversuchtunbalancierte,
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freieKnotendurchErh”ohungdes Ausgangsflusseszubalancieren. Push(i) schiebtdenFlulvon Schicht V; indie
Schicht V;,.;. Dabei werden alle Knoten mit positivem Uberschu behandelt. Die Bal ance-Operation reduziert
bei unbalancierten, blockierten Knoten den Eingangsflul. Bal ance(i) versucht die Knoten der Schicht V;
zu balancieren. Dabei wird der UberschuR an Knoten der vorhergehenden Schicht V;_; zuriickgegeben. Nach
dem Aufruf von Bal ance(i) sind ale Knoten der Schicht V; balanciert. Der Algorithmus fuhrt wiederholt
Vorwarts- und Ruckwartshewegungen aus. In einer Vorwértsbewegung wird die Pus h-Operation auf die Schicht
mitdem kleinsten Index angewandt, die unbalancierte, freie Knotenenth'alt. Eswerden solange Pus h-Operationen
ausgefuhrt, wieFluf? an eine nachfolgendeSchicht abgegeben werden kann. DemAufruf vonPush(i ) folgt dann
der Aufruf vonPush( i +1) . Eine Ruckwértsbewegung fuhrt wiederholt die Bal ance-Operation auf die Schicht
mit dem grofiten Index aus, die unbalancierte Knoten enthalt. Sobald in einer Vorgingerschicht ein freier Knoten
balanciert wird, wird wieder eine Vorwértsbewegung gestartet.

Fur den Korrektheitsnachweis und die Laufzeitabschatzung des Algorithmus sind folgenden Aussagen wichtig:

1. Wird ein Knoten einmal blockiert, so bleibt er es fur dierestliche Dauer des Algorithmus.
2. Jeder Knoten wird hochstens einmal balanciert.

3. DieAufrufe Push(i) undBal ance(i) werden hochstens n-mal wiederholt.

Die letzte Aussage liefert die Terminierung des Algorithmus. Zum Zeitpunkt der Terminierung sind alle Knoten
balanciert, d.h. der Preflow ist ein FluR. Nach Push( 0) ist die Quelle blockiert>. Der Knoten bleibt wegen 1.
bis zur Terminierung blockiert. Dies bedeutet aber, dal3 auf jedem Weg von der Quelle zur Senke wenigstens eine
Kante gesattigt ist. Folglich ist der FluR blockierend. Die Laufzeit zur Bestimmung eines blockierenden Flusses
betragt O(n?), d.h. die Gesamtlaufzeit des Karzanov-Algorithmus ist damit O (n?).

Eine Kombination des Dinic und Karzanov-Algorithmus geht auf Cherkaski [Che77] zurtick. Er fal3t mehrere
Schichten zu einer Superschicht zusammen und innerhalb einer solchen Superschicht wird der Dinic-Algorithmus
angewendet. Auf das aus den Superschichten bestehende Gesamtnetzwerk wird der Algorithmus von Karzanov
angewendet. Durch diese hybride Technik ergibt sich ein O(n?,/m) Algorithmus. Durch eine geschickte Imple-
mentation dieses Verfahrens mittels spezieller Datenstrukturen erzielt Galil [Gal80] eine Laufzeit von O(n3m3).
Mit Ausnahme von sehr dichten Graphen (m = O(n?)) war dies eine Verbesserung der bis dahin entwickelten
Verfahren zur Losung des M axflow-Problemes.

2.4 Der MKM-Algorithmus

Der Algorithmus von Malhotra, Kumar & Maheshwari [MKM 78] arbeitet ebenfalls in Phasen auf geschichteten
Netzwerken und mit blockierendenFl'ussen. Injedem Schritt wird versucht, eine moglichst grof3e Menge durch das
Netzwerk flief3en zu lassen. Zu diesem Zweck wird fur einen Knoten v € V' und einen bereits bestehenden Flul? f
das FluRpotential p;(v) bestimmt

min{ > 7(v,w)— flv,w), > T(w,v)— f(w,v)}, fdlsv#gqv+#s,

(v,w)EE (w,w)EE
pf(’U) = (q}%gET((L Z) - f(Q7 Z)a falsv = q,
Z T(i,s)_f(i78), fa“S’UZS.
(i,8)EE

Das Flufpotential kann als Restkapazitat eines Knotens betrachtet werden, also die Menge, um die der Flul
durch diesen Knoten noch vergroRert werden kann. Man kann den bestehenden FluR vergroRern, wenn man

24 hat ,unendlichen“ UberschuRundversuchtdiesenabzugeben. DabeiwerdenalleausgehendenK antenges™ attigtundderK notenfolglich
blockiert.

4  mathPAD Vol 5 No 1, November 1995
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das FluRpotential des Referenzknotens, d.h. des Knotens mit minimalem Fluf3potential, zum bestehenden FluRd
hinzuaddiert. Dazu wird ausgehend vom Referenzknoten das Fluf3potential in Richtung der Senkeoder in Richtung
der Quelle bewegt. Da ein Schichtennetzwerk vorliegt, [a3t sich dies einfach ausfuhren: Jede Ausgangskante eines
Knotensfuhrt ndherzur Senke; jedeEingangskante fuhrtnaher zur Quelle. Der Referenzknoten und alle inzidenten
Kanten konnen nun aus dem Netzwerk geloscht werden. Dain jedem Schritt innerhalb einer Phase wenigstens ein
Knoten geséttigt wird, kann eine Phase maximal aus O(n) Schritten bestehen. Somit ist die Laufzeit einer Phase
und damit die Konstruktion eines blockierenden Flusses ebenfalls O (n?). Eine Phase endet, wenn die Quelle oder
die Senke aus dem Hilfsnetzwerk geloscht wird. Wie auch beim Dinic-Algorithmus sind hochstens n — 1 Phasen
notwendig; die Gesamtlaufzeit betragt demnach wie beim Karzanov-Algorithmus O (n?).

2.5 Der Algorithmus von Galil und Namaad

Obwohl der Dinic-Algorithmus im Vergleich zum modifizierten Markierungsalgorithmus implizit Zusatzinforma:
tionen speichert, ndmlich eine untere Schranke fur die Lange eines SAP's, geht dennoch viel Information verloren.
Wird in einer Phase in einem Schichtennetzwerk ein Weg von ¢ nach s gefunden, so wird hierdurch wenigstens
eine Kante (i, j) geséttigt und entsprechend geloscht bzw. als nicht langer benutzbar markiert. Die Wegstiicke
q— ---—1iundj — --- — s werden jedoch wieder vergessen. Bei einer spateren Suche konnen diese We-
ge (oder Teiledavon) gegebenenfalls wiederentdeckt werden. Die dafur notwendige Zeit kann eingespart werden,
wenndieseWegegespeichert werden. GenaudiesenAnsatzverfolgtder AlgorithmusvonGalil& Namaad [GN8O0].
Zur Speicherung der Wegstiicke verwenden sie 2-3-Baume. Die Laufzeit ihres Verfahrensbenotigt O (nm log” n)
Zeit.

2.6 Der Wellen-Algorithmus

Der Wellen-Algorithmusvon Tarjan [ Tar84] ist ein weiterer Algorithmus zur Berechnung blockierender Flusse. Es
i stei nel eichtmodifizierteV ariantedesK arzanov-AlgorithmusausAbschnitt2.3.  DieAnwendungdesAlgorithmus
ist nicht auf Schichtennetzwerke beschrankt, sondern er kann auf beliebige azyklische Netzwerke angewendet
werden. DerAlgorithmusarbeitetebenfall smitPrefl owsundunterscheidetzwischen  blockierten und freien Knoten.
Der wesentliche Unterschied zum Karzanov-Algorithmus besteht in der Ausfuhrungsreihenfolge der Behandlung
unbaancierter Knoten. Beim Wellen-Algorithmus werden die Knoten des Netzwerkes mit einer topologischen
Sortierung versehen, und die Bearbeitungsreihenfolge erfolgt gemald dieser Sortierung.

Der Algorithmus fuhrt abwechselnd ,Wellen” von | ncr ease- und Decr ease-Schritten aus. In jeder Welle
werden alle Knoten #£ ¢, s behandelt. Beim | ncr ease-Schritt wird versucht, den Flul3 in Richtung Senke zu
erhdhen;beim Decr ease-SchrittwirdzumZweckederBalancierungderZuflufdreduziert.  ZujedemZeitpunktdes

Algorithmus gilt: Ist ein Knoten v blockiert, so gibt es auf jedem Wegvon v zur Senke wenigstens eine geséttigte
Kante. Da die Quelle wahrend der Initialisierung blockiert wird, ist der FluR zum Zeitpunkt der Terminierung
blockierend.

Der | ncr ease-SchrittverandertdenAusgangsfluReinesk notens v solange,bisentwederder UberschuRRabgebaut
ist, der Knoten also balanciert ist, oder kein zusatzlicher Fluf? zu einem freien Knoten befordert werden kann. Im
zweiten Fall wird v blockiert. Nach Ausfuhrung einer | ncr ease-Wellegibt es somit keine unbalancierten, freien
Knoten, und jede | ncr ease-Welle blockiert wenigstens einen Knoten®. Die Decr ease-Operation balanciert
jeden unbalancierten Knoten durch Reduzierung des Zuflusses. Dabei werden gegebenenfalls Knoten in der vor-
hergehenden Schicht unbalanciert. Zu Beginn von Decr ease sind jedoch die einzigen unbalancierten Knoten
digjenigen, die in der vorhergehenden | ncr ease-Welleblockiert wurden.

Es kann hochstens n — 1 Iterationen der | ncr ease- und Decr ease-Wellen geben, da ein einmal blockierter
Knoten stets blockiert bleibt. Folglich gibt es hochstens (n — 1)(n — 2) Baancierungsversuche. Eine topolo-

3mitAusnahme einerzur Terminierungfuhrenden
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gische Sortierung kann in O(n + m) bestimmt werden (siehe [Kah62]). Durch die Bearbeitung der Knoten in
einer Decr ease-Wellegemal? der umgekehrten topol ogischen Sortierung, bleibt ein balancierter Knoten bis nach
der anschlieffenden | ncr ease-Welle balanciert. Jeder | ncr ease-Schritt sattigt eine Kante oder beendet den
BalancierungsversucheinesKnotens. Ebensowirddurcheinen Decr ease-SchrittderFluR UbereineKantezuOre-
duziert,oderaberderBalancierungsversuchdesK notenswirdbeendet.  FolglichistdieGesamtzahlder | ncr ease-
und Decr ease-Schritte durch O(2m + n?) beschrankt. Wahlt man geeignete Datenstrukturen, z.B. Adjazenz-
oder Inzidenzlisten fur eingehende und ausgehende Kanten mit direktem Zugriff, so ist die Gesamtlaufzeit O(n?)
des Wellen-Algorithmus (einschliefllich der topol ogischen Sortierung) gewéhrleistet. Bettet man den Algorithmus
in den Dinic-Algorithmus ein, so liefert dies einen weiteren O(n?) Algorithmus fur das Maxflow-Problem.

2.7 Algorithmus von Shiloach & Vishkin

Den ersten paralelen Algorithmus fur das Maxflow-Problem haben Shiloach & Vishkin [SV82] veroffentlicht.
Der Algorithmus arbeitet ebenfalls nach dem Grundschema von Dinic (Abschnitt 2.2) und fur die Berechnung
blockierender Flusse verwenden sie ahnliche Techniken, wie sie von Karzanov (Abschnitt 2.3) eingefuhrt wurden.

Der Algorithmus arbeitet in Phasen. In der ersten Phase werden alle von ¢ ausgehenden Kanten gesattigt. In den
folgenden Phasen werden jewells alle unbalancierten Knoten behandelt. Jeder Knoten versucht durch Weitergabe
an nachfolgende Knoten ein Gleichgewicht zu erreichen. Gelingt dies nicht, so wird der verbliebene Uberschul
an Vorganger zuruickgegeben. Um die Ruckgabe sehr einfach durchfiihren zu konnen, gibt es wie beim Karzanov-
Algorithmus fur jeden Knoten einen Stack, in dem der Empfang von Flul? protokolliert wird.

Beim paralelen Algorithmus werden ale zu Beginn einer Phase unbalancierten Knoten gleichzeitig behandelt.
In der sequentiellen Variante wird die Bearbeitungsreihenfolge durch eine Queue festgelegt. Die Laufzeit des
sequentiellen Algorithmus betragt O(n?). Dies fuhrt zu einem weiteren O(n?) Algorithmus fur das Maxflow-
Problem.

3 Preflow-Push-Algorithmen

Die Suche nach parallelen Algorithmen fur das Maxflow-Problem war ein wesentlicher Motivationsgrund fur die
Untersuchung anderer Ansatze zur Losung des Problems. Die dadurch entstandenen Preflow-Push-Algorithmen
gehen auf Goldberg & Tarjan[GT88] zuruick und basieren auf ahnlichen Ideen wie denen von Shiloach & Vishkin.
Die aufwendige Verwaltung der geschichteten Hilfsnetzwerke wird dabei jedoch vermieden. Stattdessen werden
Abstandsmarkierungen verwendet. Eine Abbildung d : V' — N heif3t (zulassige) Abstandsmarkierung, falls gilt:
d(g) = n,d(s) = OundfuralleKanten (v, w) desRestnetzwerkes Ny istd(v) < d(w)+ 1. d dientim Algorithmus
as Schranke fur die Abschatzung der Entfernung eines Knotens zur Senke bzw. zur Quelle und macht dadurch
die Verwendung eines Schichtennetzwerkes tberflissig. Ist d(v) < n, soist d(v) eine untere Schranke fur den
Abstand von v zur Senke. Ist d(v) > n, so dient d(v) — n as untere Schranke fur den Abstand von der Quelle zu
v. Indiesem Fall gibt es dann im Restnetzwerk keinen Wegvon v zur Senke.

3.1 Generischer Algorithmus

Initial werden die zu ¢ inzidenten Kanten mit voller Kapazitat belegt. In jedem Schritt des Algorithmus (ausge-
nommen die Zeitpunkte der Initialisierung und der Terminierung) gibt es wenigstens einen Knoten mit positivem
UberschuR. In jedem Schritt wird ein solcher aktiver Knoten ausgewzhlt und es wird versucht, den vorhandenen
Uberschuf? auf Knoten zu verteilen, die einen geringeren Abstand zur Senke aufweisen. Zur Verteilung des Uber-
schusses auf andere Knoten werden nur benutzbare Kanten verwendet. DiessindKanten (i, j) des Restnetzwerkes,
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fur died(i) = d(j) + 1 gilt. Falls der Uberschuf nicht an Knoten mit geringerem d-Wert abgegeben werden kann,
wird die Markierung erhoht, so dal3 wenigstens eine neue benutzbare Kante entsteht.

Der generische Algorithmus fuhrt in einer beliebigen Reihenfolge die zwei Basisoperationen Push und Rel abel
aus. Diese arbeiten folgendermal3en: Eine Push-Operation von v nach w erhdht den FluR f (v, w) der benutzbaren
Kante (v, w), verringert f(w,v) und verandert die Uberschiisse e;(v) und e (w) entsprechend. Die Push-
Operation von v nach w heil¥ sattigend, falls 7¢(v,w) = 0 nach ihrer AusfUhrung gilt. Andernfals heifl}t sie
nichtsattigend. Die Rel abel -Operation andert den Wert der Abstandsmarkierung gerade so, dal3 wenigstens eine
Kante benutzbar wird. Zu Beginn ist eine initiale Abstandsmarkierung zu wahlen. Eine sehr einfache Wahl ist
d(g) = nundd(v) = 0 furalle tbrigen Knotenv € V' \ {¢}. Durch eine rickwérts ausgefuhrte Breitensuche von s
aus, kannin O(n+m) ZeiteineexakteA bstandsmarkierungbestimmtwerden, d.h.furjedenKnoten v € V\{q}ist
d(v) der Abstand von v nach s. Dies hat keine Auswirkung auf die Komplexitét, erweist sich bei einer praktischen
Implementation aber als guinstig. Durch die Wahl des initialen Preflows und durch die Festsetzung d(g) = n ist
gewahrleistet, dal3 nach der Initialisierungsphase von ¢ kein weiterer Fluld ausgeht. In dieser generischen Fassung
ist die Anzahl der Rel abel -Operationen auf 2n? beschrankt, es gibt hochstens nm séttigende Pus h-Operationen
und O(n?m) nichtsattigende Pus h-Operationen. Durch Auswahl geeigneter Datenstrukturen, die einen schnellen
Zugriff auf aktive Knoten und benutzbare Kanten ermoglichen, kann der Preflow-Push-Algorithmus mit einem
Laufzeitverhalten von O(n?m) implementiert werden. Noch unklar ist jedoch die Korrektheit des Algorithmus,
d.h. ist zum Zeitpunkt der Terminierung der dann anliegende Preflow ein maximaler Flul3?

WennderAlgorithmustermini ert,sogibteskei neaktivenK notenmehr(dennderAlgorithmusl™  auftineinerSchleife

Uber die aktiven Knoten). Das heil3t aber: Der Preflow erfullt die Konservativitatsbedingung, d.h. esist ein Flul3.
Da die Abstandsmarkierung d wahrend des gesamten Algorithmus zulassig ist, kann es keinen erweiternden Weg
bzgl. des dann anliegenden Flusses f in N geben, folglichist f dann maximal.

3.2 Spezielle Implementationen

Die Laufzeit des Algorithmus ist von der Ausfuhrungsreihenfolge der Push- und Rel abel -Operationen sowie
von |mplementationsdetail s abhangig. Geschieht die Auswahl der aktiven Knoten und der benutzbaren Kanten fur
eine Push-Operation in konstanter Zeit, so ist die Laufzeit von O(n?m) gewahrleistet. Es geht jedoch besser.

FIFO-Preflow-Push-Algorithmus

Der FIFO-Preflow-Push-Algorithmus speichert die unbalancierten Knoten in einer Queue. Es wird ein Knoten
vom Kopf der Queue entfernt und die Push/Rel abel-Operation auf ihn angewendet. Diese fuhrt solange die Push-
Operation auf demK noten aus, biser entweder balanciertist oderaber sein Uberschuf3nichtabgebaut werden kann.
Dann wird der d-Wert durch die Rel abel -Operation erhoht. Der Algorithmus terminiert, wenn die Queue leer
ist. Goldberg & Tarjan [GT88] haben gezeigt, dal3 die Anzahl der nichtsattigenden Pus h-Operationen hbchstens
4n3 ist. Damit hat der Algorithmus eine Gesamtlaufzeit von O (n?).

Highest-Distance-Algorithmus

Beider Highest-Distance-lmplementation wird derkK notenmitmaximalem  d-Wertal sn"achsterK notenausgew ahlt.
Um den Zugriff in konstanter Zeit auf diese Knoten zu gewéhrleisten, wird die folgende Datenstruktur verwendet:
In einem Array Li st wird unter dem Index % die Menge aler Knoten v abgelegt, fur die d(v) = k gilt. Durch
Speicherung in einer doppelt verketteten Liste kann Einfugen und Lioschen in konstanter Zeit erfolgen. Ferner
gibt eseinen Index | evel , der der grofdte Index & ist, so dal3 Li st [ k] nichtleer ist. In jedem Iterationsschritt
wahlt der Algorithmus einen aktiven Knoten aus Li st [ | evel ], entfernt diesen und versucht den UberschuR?
vollstandig abzubauen. Entweder ist der Knoten danach balanciert oder aber sein d-Wert wurde erhoht. Dieses
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Verfahren haben ebenfalls Goldberg & Tarjan entwickelt, und Cheriyan & Maheshwari [CM89] haben fur diesen
Algorithmus eine Laufzeit von O(n?/m) nachgewiesen.

Die angegebenen Schranken fur die FIFO- und die Highest-Distance-Methode sind scharf, d.h. man kann Netz-
werke konstruieren, so dal3 zur Bestimmung eines maximalen Flusses ©(n?) bzw. ©(n?\/m) Push-Operationen
notwendig sind (in [CM89] sind parametrisierte Worst-Case-Netzwerke angegeben). Ein verbessertes Laufzeitver-
haltenderFI FO-Methodevon O(mn log %2) konntenGol dberg& TarjandurchdieV erwendungei nerdynamischen
Baumstruktur erzielen. Hierbei wird nicht versucht die Anzahl der Pus h-Operationen zu reduzieren, sondern viel-
mehr die Zeit zu verringern, die fur die Pus h-Operationen aufgewendet werden muf3. Allerdingsist der praktische
Nutzen dieses Ergebnisses fraglich, da, wie bereits erwahnt, die Behandlung der Datenstruktur einen sehr grof3en
V erwal tungsaufwand notwendig macht (siehe auch Abschnitt 4).

3.3 Skalierungstechniken

Der kritische Zeitfaktor bel den vorgestellten Preflow-Push-Methoden ist die Zahl der nichtsattigenden Push-
Operationen. Ahuja & Orlin [AO89] haben eine Variante des Preflow-Push-Algorithmus entwickelt, bei der sie
eine Skalierungstechnik zur Reduzierung der Anzahl nichtsattigender Pus h-Operationen nutzen.

Die grundlegende Idee bei ihrem Algorithmus ist es stattdessen, den Uberschu® nur von den Knoten aus zu
bewegen, bei denen der UberschuR? eine bestimmte GroRe ilberschreitet. Weiterhin werden nur solche Knoten
mit zusatzlichen Einheiten beliefert, bei denen der dann entstehende UberschuR? nicht zu groR wird. Einerseits
ist hierdurch gewahrleistet, dald bei nichtsattigenden Pus h-Operationen eine relativ grofie Menge in Richtung der
Senkebefordertwird. Andererseitswirdaberauchvermieden, dafder UberschuRineinemK notenzustarkansteigt,
der dann vermutlich nicht zur Senke, sondern zurtick zur Quelle transportiert werden musste.

Der Excess-Scaling-Algorithmus

Der Excess-Scaling-Algorithmus fuhrt eine Schleife mit K = [log U + 1 Skalierungsphasen aus, wobel jeweils
ein unterschiedlicher Skalierungsparameter A verwendet wird. In jeder Phase werden Knoten mit groRem Uber-
schul? (ef(v) > A/2) ausgewahlt, und die Push-Operation wird auf sie (ggf. mehrfach) angewendet. Gibt es
mehrere Knoten mit groRem UberschuR, wird derjenige mit minimalem d-Wert ausgewshlt. Der Push/Relabel-
Schritt entspricht bis auf eine Ausnahme dem im generischen Preflow-Push-Algorithmus verwendeten. Anstatt
6 = min(es(v), 77 (v, w)) Einheiten zu bewegen, werden § = min(e;(v), 77 (v, w), A — e;(w)) Einheiten ver-
schoben. Hierdurch ist einerseits garantiert, dal? ein nichtséttigender Push wenigstens A /2 Einheiten bewegt, und
andererseits gilt fur den empfangenden Knoten w e (w) < A. Gibt es keinen Knoten mit groRem Uberschuf, so
wird der Skalierungsparameter A halbiert und eine neue Skalierungsphase beginnt.

Zum schnellen Zugriff auf aktive Knoten wird eine ahnliche Struktur wie beim Highest-Distance-Algorithmus
verwendet. Das Array Li st enthalt unter dem Index k alle Knoten v, fur dieeg(v) > A/2 und d(v) = k gilt.
Die Variable!| evel ist der kleinste Index &, so dald Li st [ k] nichtleer ist. Die Laufzeit des Excess-Scaling-
Algorithmus ist O(nm + n?log U). Unter der VoraussetzungU = n®M) ist der Algorithmus eine Verbesserung
der bisherigen Verfahren.

Stack-Scaling und Wave-Scaling

Zwei Varianten des Excess-Scaling sind das Stack-Scaling und das Wave-Scaling, die beide von Ahuja, Orlin &
Tarjan [AOT89] entwickelt wurden.

Beim Stack-Scaling wird der Skalierungsparameter A beim Ubergang von einer Phase zur nachsten um einen
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Faktor k£ > 2 reduziert. Wie auch beim Excess-Scaling wird die Push-Operation jeweils auf Knoten mit grof3em
UberschuRangewendet. BeimehrerenKandidatenwird nunaberderk notenmitgr” oftem d-Wert ausgewahlt. Jeder
nichtséttigende Push bewegt mindestens A /k Einheiten und in keinem Knoten Ubersteigt der UberschuR A. Die
Bearbeitung der Knoten erfolgt mittels eines Stacks, in dem die Knoten mit groRem Uberschuf3 abgelegt werden.
Bei der Wahl k& = [log U/ log log U fuhrt der Stack-Scaling-Algorithmus O(n? log U/ log log U ) nichtsattigende

Pus h-Operationen aus und hat eine Gesamtlaufzeit von O (nm + fj,;—lﬁ’)gg—[{,).

Der Wave-Scaling-Algorithmus verbindet das Stack-Scaling mit dem Wellen-Algorithmus (Abschnitt 2.6). Das
Verfahren besteht wie zuvor auch aus mehreren Phasen und verwendet einen zusatzlichen Kontrollparameter [. Ist
der totale UberschuR e; (V) > %, so wird versucht, den UberschuR in allen aktiven Knoten — in steigender
Reihenfolge ihrer d-Werte— durch Anwendung der Push-Operation zu eliminieren. Dieser Versuch endet, wenn
entweder der UberschuR zu Null reduziert wird oder aber ein Rel abel erfolgt. Die Ausfuhrung der Push-
Operationen erfolgt wie beim Stack-Scaling. Dieser Schritt endet, wenn e (V) < % gilt. Dann wird der
Excess-Scaling-Algorithmus angewendet. Bei Wahl von [ = /log U werden O(n?y/Tog U) nichtsattigende Push-
Operationen ausgefuhrt und die Gesamtlaufzeit des Verfahrensist dann O(nm + n?y/log U). Durch den Einsatz

von dynamischen Baumen kann eine Laufzeit von O (nm log(2+/log U + 2)) nachgewiesen werden.

m

3.4 Probabilistische Varianten

Eine probabilistische Variante des Preflow-Push-Algorithmus haben Cheriyan & Hagerup [CH89] vorgeschlagen.
Dabeiverwendensi ediedynamischeBaumstrukur, Fibonacci-Heaps(vgl.[FT87])sowiel deendesExcess-Scaling-
Algorithmus. Im Gegensatz zu den Ubrigen |mplementationen des Preflow-Push-V erfahrensgehen sie jedoch nicht
von einer festen Reihenfolge innerhalb der Adjazenzlisten der Knoten aus, sondern zu Beginn des Algorithmus
und mit jedem Rel abel -Schritt werden diese Listen zufallig permutiert. Die probabilistische Komponente des
Algorithmus besteht in der Bestimmung der aktuellen Kante eines Knotens. Grundlage ihrer Laufzeitabschatzung
bildet ein 2-Personen-Spiel auf einem bipartiten Graphen, dessen Spielverhalten so konstruiert wird, dal3 es das
Verhalten des Algorithmus simuliert. Fur jede Konstante o« > 0 lost der Algorithmus das Maxflow-Problem mit
mindestens derWahrscheinlichkeit 1 —n=°"" in O(nm +n2(logn)3) Zeit. Alon [Alo90]hat dieprobabilistischen
Komponenten des Algorithmus eliminiert und fur diese deterministische Fassung eine Laufzeit von O(nm +
ns logn) nachgewiesen. Cheriyan, Hagerup & Mehlhorn [CHM90] haben eine modifizierte deterministische
VersionmitLaufzeit O(n?/ log n) sowief UrdenrandomisiertenAlgorithmusvonCheriyan& Hagerupeinel auf zeit
von O(nm + n?(logn)?) nachgewiesen. Durch ein modifiziertes Spielverhalten in dem 2-Personen-Spiel haben
King, Rao & Tarjan[KRT92] eine deterministische Fassung des Maxflow-Algorithmus von Cheriyan & Hagerup
entwickelt, dieeineLaufzeit vonO(mn +n?+<) fureinebeliebige Konstantee besitzt. Fur m > n'*< istdiessomit
ein O(nm) Algorithmus fur das Maxflow-Problem. Eine weitere Verbesserung der Spielstrategie haben Philips &
Westbrook[PW93]entwickelt. |hrErgebnisf uhrtaufeinenAlgorithmusmitLaufzeit O(nm log% n+n(logn)?Te).

Es bleibt zu zeigen, ob die beschriebenen theoretischen Laufzeitverbesserungen auch in effiziente, praktisch an-
wendbare | mplementationen umsetzbar sind. Die angefuhrten Laufzeiten ndhern sich zwar fur eine grof3e Klasse
von Graphen der O(nm)-Zeitschranke, es bleibt jedoch weiterhin ein offenes Problem, ob ein Algorithmus mit
diesem Laufzeitverhalten fur beliebige Netzwerke existiert.

4 Laufzeitvergleiche

In der unten aufgefUhrten Tabelle1 sind die Laufzeitverhalten einiger Algorithmen zur Losung des Netzwerkflul3-
Problems aufgelistet. Fur die ersten sieben Algorithmen dieser Tabelle hat Galil [Gal81, GN80] eine Klasse von
Netzwerken angegeben, fur die diese Verfahren ihr Worst-Case-L aufzeitverhalten annehmen. Fur das Highest-
Distance- und die FI FO-Preflow-Push Methode haben Cheriyan & Maheshwari [CM89] Netzwerke angegeben, bel
denen die Algorithmen ihr Worst-Case-V erhaltenannehmen.
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[ Jahr | Algorithmus Laufzeit | Referenz |
1970 Dinic O(n*m) [Din70]
1972 Edmonds & Karp O(nm?) [EK72]
1974 Karzanov O(n?) [Kar74]
1977 Cherkaski On%\/m) [CheT7]
1978 | Malhotra, Kumar & Maheshwari On?) [MKM78]
1980 Galil O(n3m3) [Gals]
1980 Galil & Namaad O(nmlog?n) [GN8OQ]
1982 Shiloach & Vishkin RICR) [SV8Z]
1983 Sleator & Tarjan O(nmlogn) [ST83]
1984 Tarjan O(n?) [Tar84]
1985 Gabow O(nmlogU) [Gah85]
1988 Goldberg & Tarjan O(n?) [GT8g]
1988 O(nmlog(™)) [GT8g]
1989 Cheriyan & Maheshwari O(n’*/m) [CM89]
1989 Ahuja & Orlin O(nm +n”logU) [AO89]
1989 Ahuja, Orlin & Tarjan O(nm + 2 1oe ) [AOT89]
1989 O(nm 4+ n*/logU) [AOT89]
1989 O(nmlog(2+/logU +2)) | [AOT8]
1989 Cheriyan & Hagerup O(mn + n*(logn)®) [CH89]
1990 Alon O(nm + n3 logn) [Alo90]
1990 | Cheriyan, Hagerup & Mehlhorn O(n®/logn) [CHM90]
1991 | Goldberg, Grigoriadis & Tarjan O(nmlogn) [GGT90]
1992 King, Rao & Tarjan O(mn +n>7°) [KRT92]
1993 Philips & Westbrook O(mn logm n +n log® "¢ n) [PW93]

n: Knotenzahl, m: Kantenzahl, U: maximale Kantenkapazitat

Tabellel: Sequentielle Maxflow-Algorithmen

In einer Reihe von Arbeiten sind L aufzeitvergleiche anhand praktisch durchgefuhrter Tests veroffentlicht worden.
Hamacher [Ham79] hat die Uberlegenheit der Methode von Karzanov gegeniiber dem Algorithmus von Edmonds
& Karp festgestellt. Cheung [Che80] hat in seiner Arbeit 8 Algorithmen (u.a. Edmonds & Karp, Dinic, Karza-
nov) miteinander verglichen und dabel Testnetzwerke mit bis zu 1500 Knoten und 7960 Kanten betrachtet. Der
Algorithmus von Dinic hat sich dabei, obwohl in seiner Komplexitat unterlegen, als effizienteste M ethode heraus-
gestellt. Ein ahnlichesErgebnis prasentiert Imai [Ima83]. Er fuhrt seine Untersuchungen anhand mehrerer Klassen
von Netzwerken durch und gelangt zu dem Ergebnis, dal3 der Dinic-Algorithmus und die Methode von Karzanov
ebenburtigundden tbrigen Methoden(Edmonds& Karp,MKM,Galil & Namaad) Uberlegensind. Derigs& Meier
[DM89] haben Untersuchungen fur mehrere Varianten des Preflow-Push-Algorithmus durchgefuhrt und diese mit
verschiedenen Implementationen der Algorithmen von Dinic und Karzanov verglichen. Interessanterweise stellen
sich verschiedene Verfahren bei unterschiedlichen Netzwerkklassen als tiberlegen heraus. Die Verwendung einer
globalen Variante des Rel abel -Schrittes fuhrt zu einer Reduzierung der notwendigen Rel abel -Operationen
und somit zu einer deutlichen Laufzeitverbesserung (Faktor 3-14). Gegenuber den Algorithmen von Dinic und
Karzanov erweisen sich die Preflow-Push-Methoden als deutlich Uberlegen (Faktor 2-10). Die Implementati-
on des Dinic-Algorithmus unter Verwendung dynamischer Baume hat sich bei diesem Test als das langsamste
Verfahren herausgestellt, was auf den enormen Aufwand, der zur Verwaltung der komplexen Datenstruktur not-
wendig ist, zuruckzufuhren ist. In [AKMO95] werden drei Preflow-Push-Varianten (FIFO, Highest-Distance,
L owest-Distance) mit denScaling-Algorithmen (Excess-Scaling, Stack-Scaling, Wave-Scaling) und verschiedenen
AP-Algorithmen verglichen. Als Testobjekte dienen dabei Netzwerke mit bis zu 10000 Knoten unterschiedli-
cher Klassen (Random-Netzwerke, Schichtennetzwerke, Gitternetzwerke, Netzwerke verschiedenster Netzwerk-
Generatoren u.a.). DasHighest-Distance-Verfahrenstellt sich alsdas tiberlegeneVerfahren heraus. Die empirische
Laufzeit liegt bei O(n'®). Die Scaling-Algorithmen sind, obwohl theoretisch tiberlegen, deutlich langsamer.
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| Jahr | Algorithmus | Laufzeit | Prozessoren | Referenz |
1982 | Shiloach & Vishkin O(n’logn) O(n) [Svez]
1988 |  Goldberg & Tarjan O(nZlogn) O(n) [GT8g]
1989 | Cheriyan & Maheshwari o) O(n) [CM89]
1989 Ahuja & Orlin O(n”log U logp) p=[=] [AO89]
1991 Goldberg O(n?log(32 +p)(4*)) | p=0O(Ym) | [Gol9l]
1901 O(n? log n(¥2)) p=0(/m) | [Gol91]

n: Knotenzahl, m: Kantenzahl, U: maximale Kantenkapazitat

Tabelle2: Parallele Maxflow-Algorithmen
5 Parallele Algorithmen

Das Maxflow-Problem ist bekanntlich P-vollstandig (siehe [GSS82] oder [GR88]). In der Literatur finden sich
einige Arbeiten, in denen parallele Ansétze zur Losung des Maxflow-Problemes untersucht werden. Die auf der
Suche nach erweiternden Wegen beruhenden V erfahren enthalten inharent sequentielle Komponenten und erlauben
keinedirekteparallele Implementation. DieseTatsache wareinwesentlicher Motivationsgrund furdieEntwicklung
der Preflow-Push-Methoden.

Der erste parallele Algorithmus stammt von Shiloach & Vishkin [SV82] und basiert auf der Konstruktion blockie-
render Flusse nach der Idee von Karzanov [Kar74]. Das zugrundeliegende Maschinenmodell ist eine SP-RAM.
Die Laufzeit betragt O(n?(logn)/p), wobei p < n die Prozessorenanzahl ist und O(n?) Speicher benotigt wird.
Basierend auf der Preflow-Push-Methode hat Goldberg zwei paralele Varianten der Highest-Distance-Methode
vorgestellt (siehe [Gol91] oder [Gol93]). Als Maschinenmodell betrachtet er die CREW-PRAM. Eine Methode
benotigt bei p = O(y/m) Prozessoren und O(m + nlogn) Platz eine Laufzeit von O(n? log (22 +p)(@)).

Die zweite Variantebenotigt bei gleicher Prozessorenanzahl O(m + n) Platz und O(n? log n(@)) Zeit. Ahuja
& Orlin [AO89] zeigen, dal3 fur eine parallele Variante des Excess-Scaling-Algorithmus auf einer EREW-PRAM
O(n?log U log p) Zeit bei p = [22] Prozessoren benotigt werden. Eine Laufzeit von O(n?) bei O(n) Prozessoren
und O(n?/m) Nachrichten erreichen Cheriyan & Maheshwari mit einer synchronen, verteilten Variante eines
Preflow-Push-Algorithmus.
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Neuronale Netze
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Wiebereitsim letzten Beitrag dieser kleinen Reihe beschrieben, unterliegt das
PerzeptronModell einer ganzen Reihe von Einschrankungen beziiglich seiner
Anwendbarkeit auf viele elementare Probleme. Diese Einschrankungen

wer den von mehr schichtigen Feed-Forwar d-Netzentiberwunden.

Mehrschichtige Netze — Backpropagation

Die Zahlweise der Schichten eines mehrschichtigen Netzes ist in der Literatur sehr unterschiedlich. Oft wird die
Anzahl der Verbindungsschichten zwischen den Zellen gezahlt. Im folgenden bestehe ein n - schichtiges Netz
aus n. Schichten von Zellen, von denen die erste die Eingabeschicht und die letzte die Ausgabeschicht darstellt.
Die einzelnen Zell-Schichten sind durch n — 1 Schichten von Verbindungen und dazugehorenden Gewichten
verbunden. Die Informationen wandern, mit den Eingabezellen beginnend, Schicht fur Schicht durch das Netz, bis
die Ausgabeschicht erreicht ist. Jede Zelle einer Schicht ist dabel mit jeder Zelle der folgenden Schicht verbunden.
Die Zwischenschichten werden dabei als Hidden Layer bezeichnet.

|7:| Ausgabeschicht
\

Hidden Units

\ Y Z

Eingabeschicht

Im Gegensatz zum einfachen Perzeptron kann mit Hilfe eines solchen mehrschichtigen Netzes das XOR Prablem,
ein Spezialfall des Parity Problems fur zwei Elemente, gelost werden. Das folgende Netz berechnet offensichtlich
die XOR Funktion. Es besteht dabei aus binaren (0/1) Schwellwertelementen. Die Schranken sind innerhalb der
Zellen abgebildet. Die Verbindungen sind mit den Gewichten beschriftet.

Error Backpropagation

Gesuchtwird nun eineMethode, dieGewichte innerhalbeines solchenNetzes zubestimmen. DerBackpropagation
Algorithmus stellt eine solche Methode da. Er arbeitet nach dem Prinzip des Uberwachten Lernens, das heifdt es
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0.5 Ausgabeschicht
»,
0.5
0.5 15 Hidden Unit
i~ 17
1 1
Eingabeschicht

gibt eine Lernphase, wahrend der dem Netz Paare aus Eingabemuster und zugehorigem Ausgabemuster prasen-
tiert werden. Die Vorgehensweisedes Algorithmus stellt dabel eine Veralgemeinerung der Delta-Regel dar. Die
Grundidee besteht dabei aus einem Gradientenabstiegsverfahren.

Zur Erlauterung des Algorithmus wird im folgenden ein dreischichtiges Netzwerk wie in der obigen Abbildung
betrachtet. Die Ausgabezellen werden mit O; bezeichnet, die Zellen der Zwischenschicht mit V; und die Einga-
bezellen mit &;. Die w;; bilden die Gewichte der Verbindungen der Eingabeschicht mit der Zwischenschicht, die
W;; die entsprechenden Gewichte zwischen dieser Schicht und den Eingabezellen. Auf3erdem gibt es wieder eine
Menge von Eingabemustern £, o = 1, . . ., p mit den zugehorigen erwarteten Ausgabemustern ¢*. Die¢&} konnen
sowohl binér (0/1, oder —1/ + 1) wie auch reellwertig sein. Die Schranke wird als gleich 0 angenommen. Diese
kann immer durch ein weiteres Neuron mit konstantem Ausgabesignal —1 und entsprechendem Gewicht simuliert
werden. Die Ausgabefunktion g sollte differenzierbar sein.

Die Zelle j der Zwischenschicht summiert ihre Eingaben beim Anliegen des Musters ;. an den Eingabezellen
hY = Z w;rE) 2
k
und erhdt damit den Wert
VI =g(h) = 9> wirgl) (3
k
Eine Zelle i aus der Ausgabeschicht berechnet damit:

B =D WiV =3 Wisg(Ywintf) @
- j k

J

Damit ergibt sich der Wert der Zelle zu:

Of = g(hf) = g(Q_WisV}) = (3 Wijg (D winét) ®
j J k

Um ein Gradientenabstiegsverfahren durchfuihren zu kdnnen, mul3 zunachst eine Energie- oder Kostenfunktion
definiertwerden. HierzuverwendetmandieSumme UberdieQuadratederFehlerinjederZellederA usgabeschicht.

Blw) = 3 (¢t~ Ok ©

ne
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Dieser Fehler ergibt sich dann im Falle des beschriebenen dreischichtigen Netzes zu:

Blw) = 3 (¢~ o(3 Wia(3 winl))? U
i k

Qi

Nunkanngem alRderRegel desGradientenabstiegsder  Anderungswertder Gewichte zwischenderZwischenschicht
und den Ausgabezellen bestimmt werden:

oF N
AW;; = W, ny (= 0ty (V)
: 13
= 0y sV ®
m
mit
o =g (h)(¢ — OF) 9)

Dieses Ergebnis entspricht bis zu dieser Stelle dem Gradientenabstieg beim einfachen Perzeptron, wenn man die
Zwischenschicht a's Eingabeschicht interpretiert. Beim Backpropagation Algorithmus existieren jedoch weitere
Schichten mit den zugehorigen Gewichte, die ebenfalls entsprechend verandert werden. Fur die Gewichte der
w;y,, die die Eingabeschicht mit der Zwischenschicht verbinden, ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel die folgende
Anderung:

OF oE oV}

= ) (=08 g (R Wiz (el
ni

ijk =

= Y 8Wig (W)l

ni
= ny & (10)
"
Dabei ergibt sich 6/ zu:
8 =g (W)Y Wi6! (1)

Dieses Verfahrenlaldt sichim Fallevon Netzen mitmehr alsdrei Schichten beliebigfortfuhren. Dabel werden die$
kontinuierlich fur jede Schicht des Netzes, mit der Ausgabeschicht beginnend und in Richtung der Eingabeschicht
fortfahrend, berechnet.

Die 6 jeder neuen Schicht berechnen sich dabei u.a aus den 6 Werten der zuvor berechneten. Die Regel zur
Anderung der Gewichte hat dabei immer die Form
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Aw,,q = Z doutput Vinput (12)
w

wobei sich input und output auf die Schichten bezieht, die durch die Gewichte w,,, verbunden werden.

Der Fehler wird in Form der 6 Wertevon Schicht zu Schicht zurtickgereicht, wodurch sich die Bezeichnung Error
Backpropagation erklart.

ObwohlinderobigenBeschreibungdesV erfahrensmeistmitderSumme  Uberall eEingabemustergearbeitetworden
ist, wird das Verfahrenin der Praxis meist wiederholt fur einzelne Muster der Trainingsmenge durchgefuhrt. Es
wird also fur jedes Muster die Differenz aus dem gewinschten und dem tatsachlichen Wert der Ausgabezellen
ermittelt und dann der Fehler in Form der 6 Werte zur Verdnderung der Gewichte durch das Netz zurickgereicht.
Die Muster werden dabei zumeist zufallig ausgewahlt.

EinVorteildes BackpropagationV erfahrensliegtinderM ™ oglichkeit, dieGewichtsveranderungenderV erbindungen
zwischen zwel Schichten unabhangig voneinander also parallel berechnen zu konnen, wenn die 6 Werte bekannt
sind. Auch vermindert das Verfahrenden Aufwand der Berechnung der Ableitungen erheblich.

AlsAusgabefunktion g isteinedifferenzierbare Funktionerforderlich, dahersindbin areSchwellwertelementenicht
moglich. Meist wird eine sigmoide Ausgabefunktion verwendet. Zum Beispiel

1

T 1x exp(—20) (13

g(h) = fs(h)
oder
g(h) = tanh(8h) (14)

ImGegensatzzumPerzeptron existiertfurdenBackpropagationAlgorithmus keinKonvergenzsatz, der dieK onver-
genz des Verfahrenssicherstellt, wenn eine Losung existiert. Ebenso wie in anderen Modellen (z.B. dem Hopfield
Modell) besteht beim Backpropagation das Problem lokaler Minima. Die Kostenfunktion £ isti.a. eine sehr kom-
plizierte Funktion der Gewichte zwischen den Zellen der verschiedenen Schichten. Daher kann es eine Vielzahl
lokaler Minimageben. Ob das Systemdas globale Minimum findet ist in groRem Mal3 von der Form dieses Fehler-
gebirgesund der Wahl der Startwerte der Gewichte abhangig. Diese Probleme lassen sich mit der Einfuhrung von
Nichtdeterminismus und Methoden wie dem Simulated Annealing behandeln.

Anwendungen

Das Backpropagation Verfahrenist in vielen Anwendungen neuronaler Netze implementiert. Beim sogenannten
Encoder Problem handelt es sich um ein dreischichtiges Netz mit N Ein- und Ausgabezellen sowie M < N
Zellen innerhalb der inneren Schicht. Das Netzwerk soll lernen die Aktivierung eines einzelnen Neurons in der
Eingabeschicht mit der Aktivierung eines einzelnen Neuron der Ausgabeschicht zu beantworten. Die Nummer
dieses Neurons sollte dabei mit der Nummer des aktiven Neurons in der Eingabeschicht Uiberei nstimmen.

Da die Zwischenschicht weniger Neuronen besitzt, bildet sie einen Flaschenhals und das System muf3 lernen
seine Information entsprechend zu kodieren, um in dieser Schicht keine Information zu verlieren. Eine Losung
des Problems ist der Binarcode. Er erfordert, dal? die Zwischenschicht mindestens log, N Neuronen besitzt.
Simulationen haben gezeigt, dal eine solche Losung mit dem Backpropagation Algorithmus tatsachlich gefunden
wird. Eswerden jedoch haufig auch alternative Liosungen gefunden.

Eine andere praktische Anwendung ist das NetTalk Projekt. Hier wurde versucht, ein Netz derart zu trainieren,
daid es englische Worter korrekt aussprechen kann. Zu diesem Zweck wird ein drei-schichtiges Feed Forward Netz
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mit 7 x 29 Eingabeneuronen zur Darstellung von 7 Buchstaben aus einem 29 elementigen Alphabet benutzt. Die
mittlere Schicht besteht aus 80 inneren Neuronen, die Ausgabeschicht wird von 26 Ausgabezellen gebildet, die die
unterschiedlichen Phoneme darstellen.

Das System wurde mit 1024 Wortern der englischen Sprache trainiert. Nach 10 Trainingsduchlaufen lieferte
das Netz bereits eine verstandliche Ausgabe. Nach 50 Durchlaufen war seine Aussprache zu 95% korrekt. Ein
beliebiger Text wurde nun zu 78% korrekt ausgesprochen. Obwohl das NetTalk-Netz kommerziellen Systemen
wie dem DEC-talk System unterlegenist, sind die Erfolge, die mit diesem relativ einfachen Ansatz erzielt worden
sind, sehr beachtlicht, wenn man bedenkt, dal? ein System wie DEC-talk die Arbeit unzahliger Linguisten tber
viele Jahre hinweg beinhaltet.

Das Hopfield-Modell

Beim Hopfield-Modell handelt es sich im Gegensatz zu den bisher behandelten Netzen nicht um ein Feed-Forward-
Netz, sondern um ein vollstandig ruckgekoppeltes Netz. Durch die Ruckkoppelung wirkt jedes Neuron auf die
Eingangealler UlbrigenNeuronenzur'uck. DurchdieAnwendungderTheorie wechselwirkender Vielteilchensysteme
der Satistischen Physik konnte Hopfield sein Modell genauer analysieren.

Definition: Hopfield Netz

Ein Hopfield-Netz ist ein neuronales Netz H = (I, W, N, f) mit I = 1,..., N Neuronen, W = {—1,+1},
N(i) = I furdlei € I. Dielokalen Funktionen f; seien lineare Schwellwertfunktionen mit der Schranke 0 und
reellen Gewichten Gij mit Gij = Gji-

Jedes Neurondes Netzesbesteht aus einemMcCulloch-Pitts Neuron mitdem Schwellwert 0 und der Ausgabefunk-
tion g(h) = sgn(h), so dal3 die einzelnen Neuronen die Werte 1 oder —1 annehmen konnen. Jedes Neuron ist mit
alen anderen Neuronen verbunden, wodurch sich ein vollstandig vernetztes Modell ergibt. Die Aktualisierung des
ZustandesdereinzelnenZellengeschiehtv™ olligasynchron. InjedemSchrittwirdeineZellezuf” alligausgewahltund
aktualisiert. Das Hopfield-Modell 1ost das Problem der Autoassoziation. Dazu werden eine Anzahl von Mustern
mit Hilfe des Netzes gespeichert. Wird nun ein Muster eingegeben, so entwickelt sich das System in Richtung des
gespeicherten Musters, das der Eingabeam ahnlichstenist. So kannbei der Eingabe eines unvollstandigen Musters
das vollstandige Muster assoziiert werden.

Wéhrend bei den bisherigen Modellen innerhab einer Lernphase die Gewichte w,;, der Synapsen an eine Menge
von Trainingspaare angepaldt wurden, werden bel diesem Modell die Gewichte durch die im Netz gespeicherten
Muster vorgegeben und nicht weiter veréndert. Das Eingabemuster wird nun durch das Aktualisieren der Zellen
solange verandert, bis das Netz einen stabilen Endzustand erreicht hat.

Das Netzwerk bestehe aus NV Neuronen und es sollen p Muster gespeichert werden. Um die Wahl der Gewichte
in Abhangigkeit dieser zu speichernden Muster zu motivieren, betrachten wir zunachst den Fall der Speicherung
eines einzelnen Musters. Dieses Muster sollte stabil sein, das heif}t, dal sich das Netzwerk nicht mehr verandern
sollte, wenn dieses Muster as Konfiguration der Neuronen vorliegt. Fur ein Muster £ ergibt sich daraus folgende
Bedingung:

N
Sii=sgn(Y_wiéy) = & furdlei (15)
j=1
Diese Bedingung ist offensichtlich erfullt, wenn w;; proportional zu &;¢; ist. Daher konnen wir
1
wij = 7788 (16)
wahlen. Im Falle der Speicherung von p Mustern £# Uberlagern wir diese Definition, so dal3 sich
1 p
Wij = N Z fftﬁf 17
p=1
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ergibt. AuchdieseRegel basiertbei genauemHinsehenaufdervonHebbaufgestel ltenHypothese. FurdieStabilit at
eines einzelnen Musters £¥ ergibt sich in diesem Fall:

sgn(hy) =& furalei (18)

wobei kY gerade die Summe der Eingange in Zelle s ist, wenn das Netz das Muster v darstellt:

N 1 N p
By =D wi€] = 5 DD e (19)
j=1

j=1p=1

Durch Umsortieren der Termeergibt sich damit:

N
=g S S e (20)

J=1 p#v

Dieser zweite Termwird als crosstalk term bezeichnet. Ist er betragsmaldig kleiner als 1, so kann er das Vorzeichen
von kY nicht verandern. In diesem Fall ist das Muster v stabil.

Dies hangt naturlich in einem hohen Mal3e von der Anzahl p der zu speichernden Muster und der Anzahl N der
vorhanden Zellen ab. Eine genauere Untersuchung ergibt, dal3 ab p > 0.138 N die Menge der Fehler sprunghaft
ansteigt.

Ein Nachteil des Hopfield-Modelles besteht darin, dal3die Ahnlichkeit zwischen zweiMustern nur nach derAnzahl
der Ubereinstimmenden Punkte beurteilt wird. Transformationen wie einfache Translationen werden von diesem
Modell daher nicht berticksichtigt.

Energiefunktion

Einen anderen Zugang zum Hopfield-Modell stellt die Definition einer Energiefunktion H dar. In neuronalen
Netzen existiert eine solche Energiefunktion immer, wenn symmetrische Gewichtevorliegen, d.h. wenn w;; = wj;
gilt. Die Energieist definiert als:

1
v]

Hierbeibeschreibt S; denZustandderZelle i einerKonfiguration. DieEnergiefunktiondefiniertein Potentialgebirge
auf dem Zustandsraum aller Konfigurationen, also aler binaren Vektoren. Das Hopfield-Netz ist so konstruiert,
dai3 das System von einem Anfangszustand startend innerhalb dieses Potential gebirges immer bergab lauft, bis es
in einem Tal, das heildt einem lokalen Minimum stecken bleibt. Jedes solche Minimum ist von einem Becken,
dem sogenannten Attraktionsbecken umgeben, dessen zugehorige Eingabemuster sichalle zu diesem Minimum hin
bewegen. Durch die oben beschriebene Wahl der Gewichte w;; wird die Potentiallandschaft gezielt geformt, so
dai die zu speichernden Muster gerade den |okalen Minimainnerhalb der Becken entsprechen.

Die Energiefunktion nimmt in jedem Schritt des Netzes ab, solange sich die Konfiguration durch diesen Schritt
andert. Findet keine Anderung mehr statt, hat der Algorithmus ein lokales Minumum erreicht.

Jedoch kann die Energiefunktion H noch weitere lokale Minima besitzen, die nicht einem der vorgegebenen
Muster zugeordnet sind. Ein Beispiel hierfur sind die zu den Mustern inversen Konfigurationen, bei denen jeder
Wert&! durch —¢!* ersetztist. Diese MusterbesitzendieselbeEnergieundaufgrundder  Symmetriedes Modellsein
vergleichbares Attraktionsbecken. Umdiese fal schen loka en Minimazuumgehen,gibt esverschiedene Techniken.

EinandererZugangzumHopfi el d-M odel | gehtdi rektvonei nerzumi ni mi erendenEnergi ef unkti onausundbestimmt
aus dieser die Gewichte des Netzes. Starten wir wieder mit dem Fall, daR lediglich ein Muster zu speichern
ist und dai die Energie minimal ist, wenn das zu speichernde Muster ¢ und die gegenwértige Konfiguration .S
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moglichst weit Ubereinstimmen. Dies ergibt mit dem zunachst anscheinend willkurlich gewahltenFaktor 1/2N die
Energiefunktion:

1 N
_ )2
H= s (;:1 Si&i) (22)

Fur den Fall der Speicherung mehrerer Muster ergibt sich durch die Summation Uber ale zu speichernden Muster

die Energiefunktion:
N

1 p
- K 2
H—QNWJZF@) (23
Durch Ausmultiplizieren ergibt sich exakt die Energiefunktion (21) mit den Gewichten aus (17). Dieses Verfahren
ist von prinzipieller Bedeutung. Kann man eine Energiefunktion definieren, die ein konkretes Problem 10st, so

konnen die Gewichte des zugehorigen Netzes durch Ausmultiplizieren der Energiefunktion gefunden werden.

Probabilistische Modelle

In starker Anlehnung an die Theorie wechselwirkender Vielteilchensystemeder Statistischen Physik kann man eine
Form von Nichtdeterminismusin das Hopfield-Modell einfuhren. Es besteht eine enge Beziehung zwischen einem
solchen Hopfield Netzwerk und einfachen Modellen von magnetischen Materialien. Hierbei werden solche Stoffe
as aus vielen kleinen atomaren Magneten (spins) bestehend betrachtet, die im Falle von Ising-Modellen lediglich
zwei Richtungen einnehmen konnen. Diese Richtungen stimmen mit den bindren Zustanden der Neuronen des
Hopfield-Netzes tiberein.

Ziel der Einfuhrung dieser Art von Nichtdeterminismus ist es, es dem System zu ermoglichen, sich aus lokalen
Minima zu befreien, die nicht den vorgegebenen gespeicherten Mustern entsprechen. Diese nicht erwunschten
lokalen Minima haben i. a. eine hohere Energie und sind damit instabiler als die vorgegebenen Minima.

Ebenso wie bei diesen Modellen wird nun ein Nichtdeterminismus eingefuhrt, in dem die Wahrscheinlichkeit
angegeben wird, mit der ein Neuron den Wert 1 bzw. —1 erhdlt. Die Grofde h; beschreibt hier wie Uiblich den Wert
der mit den Gewichten multiplizierten und aufsummierten Eingange des Neurons.

1
P(s; = £1) = f(xhi) = T+ oxp(328h) (24)
Die Ausgabefunktion, hier f3 wird auch oft als logistische Funktion bezeichnet. Dieser Nichtdeterminismus kann
as eine Art Rauschen aufgefal’t werden, dal? von dem Parameter 5 abhangt. Mit Hilfe von 3 kann analog zum

physikalischen Vorbildeine Art Pseudo-Temperatur 7" definiert werden:

f=7 (25)

Diese Grofe T" beeinfluf3t den Sprung von —1 zu +1, den die Funktion f5 in der Nahe der 0 durchfuhrt. For sehr
kleine T" nahert sich diese Funktion immer mehr der im deterministischen Modell benutzten sgn Funktion an.

Eskanngezei gtwerden,dallNetzwerke,di eei neEnergi ef unkti onbesitzen,nachei nigerZeitimmerinei nenstabilen

Gleichgewichtszustand kommen. In einem nichtdeterministischen Modell kbnnen wir jedoch nicht von absoluter
Stabilitat der Konfigurationen {.S; } sprechen, sondern lediglich von einem Gleichgewicht der Mittelwerte {(S;)},
indemsichdieseMittelwertemitderZeitnichtmehr  verandern. Daherwirdzuranalytischen Untersuchung solcher
Systeme eine Approximation Uber die Mittelwerte dieser Wechselwirkungen (Mean Field Theory) durchgefuhrt.
Das Ergebnis dieser Untersuchung besteht darin, daid es, in Abhangigkeit von der Temperatur T' des Systems eine
scharfe Grenze gibt, an der das Netzwerk seinen Gleichgewichtszustand verliert. Fur Temperaturen unterhalb
dieser Grenze befindet sich die Konfiguration eines der vorgegebenen Muster in einem Gleichgewichtszustand.
Uberschreitet die Temperatur die eben beschriebene Grenze geht dieser Gleichgewichtszustand abrupt verloren.
Man spricht hier auch von einem Phasenubergang. Diese Beobachtungen gelten fur den Fall, dal3 p < N ist.
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Optimierungsprobleme

Bisher haben wir Hopfield Netze lediglich als assoziative Speicher kennengelernt, die eine Anzahl von Mustern
speichern und dann auf die Eingabe eines beliebigen Musters mit einem der gespeicherten Muster antworten.
Hopfield Netze sind jedoch auch in der L age kombinatorische Optimierungsprobleme zu losen. Hierbei geht esi.a
darum, in einem grofRenaber endlichen, diskreten Losungsraum eine bezuglich einer Zielfunktion optimale Losung
zu finden. Nebender Zielfunktion gibtesmeistweitere Nebenbedingungen, dieeinezul “assigel ‘'osung beschreiben.
Diese Bedingungen werden in Form weiterer Terme in die Energiefunktion aufgenommen, so dal3 die Verletzung
dieser Bedingungen die Energie erhoht. Mit Hilfe dieser Energiefunktion werden dann die Gewichte des Netzes
bestimmt. Zumeist wird hier ein probabilistisches Netz gewahlt, um dem System zu ermoglichen, sich aus einem
lokalen Minimum zu befreien.

Anhand des Travelling Salesman Problems soll diese Vorgehensweise verdeutlicht werden. Zur Erinnerung: Bei
diesem Problem sind IV Stadte und die Entfernungen zwischen den Stadten d;;, vorgegeben. Die Aufgabe besteht
nun darin eine Tour durch alle Stadte zu finden, die jede Stadt genau einmal besucht und minimale Lange besitzt.
Zu diesem Zweck wird ein neuronales Netz mit N2 binaren Zellen eingesetzt. Wir bezeichnen die Elemente der
Matrix mit n;, wobei i = 1,..., N fur dieverschiedenen Stadteund «« = 1, ..., N furdie Positioninnerhalb einer
Route steht. n;, = 1 bedeutet damit, dald die Position a: der Tour aus dem Besuch der Stadt 7 besteht. Anderenfalls
tragt n;, den Wert 0. Fur die Energiefunktion E ergibt sich damit:

| ik
E = B Z dikNia(Mka—1 + Nka+1)
2,7,
#0 7k
A B ¢
T3 Z NiaTip + = Z MiaTka + 5(2 i = N)* )
i,a,8 i, ko (18

Hier beschreibt der erste Term die Lange der aktuellen Tour, der zweite Term ist ungleich 0, wenn eine Stadt
mehrfach besucht wird, der dritte Term, wenn einer Position der Tour mehrere zu besuchende Stadte zugeordnet
sind. Der letzte Term stellt sicher, dal3 genau N Zellen aktiv sind.

Fur die Gewichte des Netzes ergibt sich damit:

Wiakp = di(1 —06ik)(0a—1,8+ 0at1,3)
+A(1 = bap)bir. + B(1 — 8ik)6ap + C (27)

Die Simulationsergebnisse bleiben jedoch deutlich hinter den Ergebnissen konventioneller Algorithmen zuruck.
Dies kann auch durch Veranderungen der Faktoren A, B und C' nicht wesentlich verandert werden. Vielmehr
muissen diese Faktoren in einem sehr beschrankten Bereich liegen, um Uiberhaupt sinnvolle Ergebnisse zu erhalten.

Simulated Annealing

Diese Methode basiert auf einem physikalischen Phanomen. Erhitzt man ein Metall Uber seinen Schmelzpunkt
hinaus auf und kuhlt es dann sehr langsam ab, so nehmen die Molekule innerhalb des Metalls ein globales Ener-
gieminimum an. Vondiesem Vorgeheninspiriert wird beim Verfahren des Simulated Annealing die Temperatur T
des Hopfield-Netzwerkes langsam gesenkt, um es dem System zu ermoglichen, das globale Minimum der Ener-
giefunktion zu finden. So kann das System bei hoher Temperatur zunachst noch in Konfigurationen mit erheblich
hoherer Energie wechseln, wahrend dies bei sich langsam senkender Temperatur immer unwahrscheinlicher wird.
Ist die Temperatur T' = 0 erreicht, entspricht das Modell einem deterministischen Hopfield Netz.
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Erweiterungen

Das Hopfield-Modell kann auf verschiedene Weise verandert und erweitert werden. So kann eine Diskretisierung
des gesamten Modells erforderlich sein, wenn das Netzwerk mit Hilfe elektronischer Schaltkreise realisiert werden
soll. Auch eine Beschrankung der Gewichte (Clipping) auf einen vorgegebenen Bereich ist moglich. Eine andere
Verdnderung sieht vor, die Gewichte zwischen zwei beliebigen Zellen mit einer festen Wahrscheinlichkeit ¢ auf 0
zu setzen, bzw. lediglich einen Bruchteil der zunachst existierenden Gewichte beizubehalten (Dilution).

DurchHinzuf ugenzuf alligerWertezuallenGewichtenk™ onnenasymmetrischeGewichteerzeugtwerden.  Ineinigen
Implementationen sindlediglich positiveoder negativeGewichte moglich. Diesist durchAddieren einer Konstante
zu allen Gewichten und das Einfuigen eines entsprechenden Termsbei der Summierung der Gewichteder einzelnen
Zellen moglich.

Eine weitere Abwandlung des Modells stellt die Einfuhrung kontinuierlicher Zellen dar. Ebenso wie im binaren
Fall kann hier eine Energiefunktion definiert werden, gegen deren lokale Minima das System konvergiert.

DasHopfiel d-Netzwirdjedochni chtnurei ngesetztumgegenei nenei nerReihevonvorgegebenAttrakti onspunkten
zu konvergieren. In einer anderen Anwendung wird das Modell in abgewandelter Form dazu benutzt, Sequenzen
von Mustern zu speichern und wiederzuerkennen.
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Symbolisches Lésen von algebraischen
Ungleichungen

Sergei O. Ivanov
Universitat GH Paderborn, ser gi va@ini - pader bor n. de

In diesem Artikel berichteich Uber einen Algorithmus zum Losen von
algebraischen Ungleichungen. Desweiterenwird eine Implementation fir das
Computer-Algebra-SystemMuPAD [ 1] vorgestellt.

Einleitung

Dieser Artikel beschreibt einen allgemeinen Algorithmus zur Bestimmung der Ldsungsmenge einer algebraischen
Ungleichung in Abhangigkeit einer reellwertigen Unbestimmten. Dieser Algorithmus benttigt eine Vielzahl von
Rechenschritten, ist aber gut geeignet zur Implementation in ein Computer-Algebra-System (CAS) [1,2].

DerAlgorithmussetztdieExistenzei nerProzedurzumsymbolischenL™  osenvonal gebrai schenGlei chungenvoraus.
Diese sei im folgenden mit dem Namen sol ve bezeichnet.

Nachdem der Algorithmus beschrieben wurde, werde ich die Implementation des Algorithmus in MuPAD anhand
einiger Beispiele vorstellen.

Der Algorithmus

Das naturliche VVorgehen zur Bestimmung der Losungsmenge einer Ungleichung besteht darin, zuerst das Definiti-
onsgebiet der Unbestimmten zu bestimmen.

Das wird wie folgt realisiert: Aus der gegebenen Ungleichung werden eine Reihe spezieller Gleichungen erzeugt
(Nenner und Radikanden). Die Losungen dieser Gleichungen fasseich mit der Losung der Ungleichung aufgefal3t
as Gleichung zusammen. Auf diese Menge wird die Intervallmethode angewendet, die die Losungsmenge der
Ungleichung liefert.

Fur jede Ungleichung es ist moglich, sie in der Form expression > 0 darzustellen. Enthdlt expression Radi-
kanden, so mussen die Gleichungen Radikand; = 0, Radikanda = 0, ... gelost werden. Enthdlt expression
Bruche, so mussen die Gleichungen Nenner; = 0, Nenners = 0,... gelost werden. Samtliche gefundenen
Ldsungen seien in der Menge de f dom zusammengefalit.

Schliefdlich wird die Gleichung expression = 0 gelost und deren Losungen zu der Menge de fdom zugefugt. Die
Losungen der betrachteten Ungleichung erhdt man dann durch die Intervallmethode, angewandt auf die Menge
defdom.

ALGORITHMUS: Symbolisches Losen von Ungleichungen
EINGABE: expr; > expra, x
AUSGABE: Losungsmenge
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BEG N
expr := exprl-expr2;
nenner _menge : = {Nenner in expr};
rad_nenge : = {Radi kanden in expr};
defdom : = {};

for ex in nenner_nenge do
def dom : = def dom uni on sol ve(ex=0, X);
end _for;

for ex in rad_nenge do
def dom : = def dom uni on sol ve(ex=0, X);

end _for;
sls := sol ve(expr=0, x);
i nterval _nmenge := {};

for k from1 to nops(sls)-1 do

interv := sls[k]..sls[k+1];
cp := Punkt aus interv
cpl sl s[k]; # linke Genze #

cpr sl s[k+1]; # rechte Genze #

if expr in x=cpl > 0 then

interval _nmenge := interval _nenge union {cpl..cpl};
end_if;
if expr in x=cpr > 0 then

i nterval _nmenge := interval _nenge union {cpr..cpr};
end_if;
if expr in x=cp > 0 then

i nterval _nmenge := interval _nenge union

{Open(cpl) .. Open(cpr)};
end_if;
end_for;

return( interval _nenge );
END

Wir betrachten das folgende Beispiel einer Ungleichung in x:

Wir transformieren diese Ungleichung auf die Form

T+ 5
v +6

und losen zuerst: « +5 = 0,2 + 6 = 0,/ + 6 = 0. Dasliefert unsuns die Menge de f dom = {—6,—5}. Zu
dieser fugen wir noch die Losungen der Gleichung
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asoxz =0undz = —5 hinzu: defdom = {—6,—5,0}.

Wir betrachten die Elemente dieser Menge auf der reellen Zahlengerade:

—— = |
-6 -5 0

und testen die Ungleichung mit jeweils einem Punkt aus jedem dieser Intervalle und mit deren Intervallgrenzen.
Die Losungen liegen im Intervall (-5, 0).

Beispiele

Ich stelle die Implementation des oben beschriebenen Algorithmus in MuPAD anhand einiger Beispiele vor.

Das Paket tragt den Namen i neqs. Die Prozedur i neqsol ve ist die Hauptprozedur in i neqs und liefert
eine Menge von Ausdrucken vom Typ | nt er val Set als Beschreibung der Liosungsmenge der Ungleichung
zuriick. Dabel beschreibt ein Ausdruck der Form a. . b das geschlossene Intervall [a..b] und der Ausdruck
Open(a)..Open(b) dasoffenelnterval (a..b). Ferner existieren die Kombinationen der Forma. . Open( b)
und Open( a) . . b.

>> | oadl i b("inegs");
TRUE
>> i negsol ve(x*sqrt (x+5)/sqrt (x+6) <0, X) ;
[ Open(-5)..Open(0)]
>> inegsol ve(x*sqrt ((x+5)/(x+6)) <0, X);
[Qpen(-infinity)..Quen(-6), Open(-5)..Cpen(0)]
>> i negsol ve(abs(abs(x"2-3*x+2)-1)> Xx-2,X);

1/2
[Open(-infinity)..Open(2 + 1), Open(3)..Open(infinity)]

>> j neqsol ve(abs(x”"2-abs(x))<1/4,x);

-- / 1/2 \
I | 2 I
| Open| - ---- - 1/2 |..Open(-1/2), Open(-1/2)..0Open(1/2),
-- \ 2 /
I 1/2 \o--
| 2 ||
pen(1/2)..0pen| ---- + 1/2 | |
\ 2 / --
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>> i neqsol ve(
sqrt (x"2-8*x+15) +sqgrt (x"2+2*x- 15) >sqrt (4*x"2- 18*x+18), x
)

[Open(17/3)..OCpen(infinity)]
>> i neqsol ve(
sqrt(2*x-1)+sqrt(3*x-2) < sqgrt(4*x-3)+sqrt(5*x-4),x
)
[Open(l)..Open(infinity)]
Zusam menfassung

Der vorgestellte Algorithmus basiert auf der Prozedur zum symbolischen Lidsen von algebraischen Gleichungen.
Wird die Klasse von Gleichungen, welche durch diese Prozedur gelost werden konnen, erweitert, so erhoht sich
automatisch die Funktionalitét des vorgestellten Algorithmus.
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New features in MuPAD 1.2.2

Paul Zimmermann
INRIA Lorraine, Paul . Zi mer mann@ori a. fr

This document describes the new features of MUPAD 1.2.2 with respect to the
previousversion (1.2.1).

All these new features can be obtained on-line with the command ?news. This document does not describe the
changes of functionality, that are described by ?changes.

New functions in the standard library

For more information about these new functions, you can call the corresponding on-line help with ?f unct i on.

Aliases. Thenewfunctional i as enablesyou to define (parameterized) aliases, whichmakes MuPAD programs
much easier to write (and to read):

>> alias(head(l)=op(l,1)):

>> alias(tail (1)=subsop(l,1l=null())):
>> |:=[a, b,c,d]:

>> head(l), tail(l);

\Y

a, [b, ¢, d]

If the left hand side of the equation givento al i as isafunction call, then the arguments are considered as free
variables, like with the macro def i ne in the C programming language.

Limits, seriesand asymptotic expansions. The new function ser i es computes general Puiseux series expan-
sions:

>> series(sin(sqrt(x)), x=0);

3/2 5/2
1/ 2 X X 3
X - ---- + ---- + Q(x)
6 120

The objects returned by ser i es can be directly manipulated with arithmetic operations, for example to get the
inverse of the above expansion, one can simply write:
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>> 1/ %

The new function | i m t implements the MRV-algorithm (most rapidly varying) developed by D. Gruntz and
G. Gonnet [1]. Itisthe best known algorithm today:

>> |imt((exp(x*exp(-x)/(exp(-x)+exp(-2*x"2/(x+1))))-exp(x))/x,x=infinity);

-exp(2)
Theasynpt command enables to compute generalized expansions (not necessarily of Puiseux type):

>> asynpt (si n( 1/ x+exp(-x))-sin(1l/x),x);

I exp(-x) \

exp(-x)  exp(-x) | ------- |

exp(-x) - ------- LEERREES +ad 6 |
2 4 \ X /

Bessel functions. The new functions bessel J and bessel Y correspond to the Bessel functions of first and
second kind respectively. Both these functions can be evaluated numerically in the complex plane:

>> bessel J(2,2.0+l), bessel Y(2,2.0+l);
0.4126719082 + 0.2659739228 |, - 0.5737407339 + 0.4104130982 |
Collecting coefficients. Thenew functioncol | ect collectsthe coefficients of the same power in a polynomial.

>> p o= X*y+zFX*Py+yFXN2- 2FyF XN 24xX+Z2F X
>> col lect(p,[x,y]);

2
X (z+1) +xy(z+1) +x y(-2z+1)

An additional third argument can be mapped onto the collected coefficients:

>> col l ect(p,[X], Factor);

x(y+1) (z+1) -x y(z-1)
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Combiningexpressions. Thefunction conmbi ne istheinverseof expand. Itputspowersofthesameexpression
together, ...With agiven second argument, it does a specialized job:

>> conbi ne(x*a*x”"b), conbine(sqrt(2)*sqrt(3),sqrt);

Decomposing polynomials. The function deconpose triesto decompose a polynomial f, i.e. to find polyno-
mialsg and h suchthat f = g o h.

>> deconpose( X"6+6* X" 4+x"3+9* x"2+3* x-5) ;

2 3
X +x -5 3x + X

The main application of the polynomia decomposition isto solve polynomial equations. Tosolve f = 0, one first
determines the roots «; of g = 0, then one solves h = «;. This is done automatically by sol ve, and enables
MuPAD to solve irreducible equations of degree 6 or higher like the above one.

Factorization. The new function Fact or isan interactiveinterface for thelibrary function f act or . It returns
aMuPAD expression instead of alist:

>> Fact or (x"3-3*x+2);

2
(x +2) (x- 1)

Extended gcd. Thefunction gcdex implements the extended Euclidean algorithm for two univariate polynomi-
as:

>> gedex(x"3+1, x"2+2*x+1, X) ;

X
x +1, 1/3, - - +2/3
3

Infinity. Thesymbol i nfi ni t'y nowrepresentsapositiverealinfinitevalue. Itisimplementedasadomain. Sim-
plifications likei nfinity+infinity=infinity andinfinity+c = infinity wherecisa constant
are done automatically.

Integration. Thereisnow afunctioni nt in the standard library to compute indefinite integrals. Asin version
1.2.1, it implements Risch’s algorithm for elementary functions, but one now gets an output expressed with the
same functions as the input function if possible:
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>> int(cos(x)"3*sin(x)"2,x);

si n(x) sin(3 x) sin(5 x)

In what concerns definite integration, only the polynomial caseis currently implemented:

>> i nt(a*x"2+b*x+c, x=0..1);

-+ - +cC

but one can evaluate numerically proper integrals without singularities:

>> float(int(sin(l+cos(x)),x=0..1));

0.9542771279

Extending functionality. Thefunction mapr at enablesyou to apply agiven procedure, which normally applies
only to a restricted class of expressions, to a wider class of expressions. Suppose for example that you want to
factor sin®(1) — 1. The command f act or fails because thisis not a polynomial with unknown variables.

>> maprat (sin(1)"2-1, Factor);
(sin(l) + 1) (sin(1l) - 1)

It worksasfollows: firstly mapr at callsthe companion functionr at i onal i ze to makethe expression rational,
by substituting non-rational subexpressions by new variables:

>> rationalize(sin(l)"2-1);

2
X6 - 1, {X6 = sin(1)}

Then f act or is called on the transformed expression, here X2 — 1, and finally the original subexpressions are
substituted back. Some additional arguments can be givento both mapr at andr ati onal i ze in order to accept
adifferent class of expressions (the default classis that of rational expressions).

Partial fractions. Thepart f r ac command computesthe partia fraction decomposition of arational function:

>> partfrac(x”4/ (x"3-3*x+2));

9 (x - 1) 9 (x + 2) 2
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Polynomial equations. The pdi oe command solves polynomia equations of theform ap + bq = ¢:

>> pdi oe(x+1, x"2+1, x- 1, X) ;

Primitive part. The function pri npart computes the primitive part of a polynomial with respect to alist of
unknowns:

>> prinmpart (6*x"3*y + 3*x*y + 9*y, [Xx]);
3

X +2x + 3

Radical denesting. Thefunctionr adsi np simplifies expressionsinvolving nested square roots. The following
nice exampleistaken from [2]:

>> radsi mp(sqrt (14+3*sqrt (3+2*sqrt (5-12*sqrt(3-2*sqrt(2))))));
1/2
2 + 3

Random polynomials. Thefunction r andpol y generates arandom polynomial, given alist of unknowns and
a given type of coefficients. For example to generate a random univariate polynomial with complex coefficients,
simply write:

>> | oadl i b("dormains"): DA TS: =3:
>> randpol y([x], Nunerical, Terns=2);

3 5
poly((- 6.29e-1 - 5.35e-1 1) x + (1.02 + 1.32 1) x, [X], Nurnerical)

Rectangular form. The function r ect f or mputs a complex expression in rectangular form, i.e. in the form
a + ib. By default al variables are taken as complex, however one can give as second argument a set of real
variables:

>> rectforn(sin(x));

sin(Re(x)) cosh(Imx)) + (cos(Re(x)) sinh(Imx))) I

Simplification. The function si npl i fy is a general simplifier. Like conbi ne, it can be given a second
argument to specify which kind of simplification one wants:

>> sinplify((exp(x)-1)/(exp(x/2)+1), exp);
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[ %\
exp| - | -1
\ 2

Solvingequations. Thefunction sol ve isthemaininterfacetosol veequationsandsystems.  Itcanbeoverloaded
to solve over domains, for example ode: : sol ve solves ordinary differential equations. The standard function
can solve polynomial equations, either directly for degree less or equal to four, or by factorization (seef act or)
or decomposition (see deconpose). It can also solve systems of linear and algebraic equations, using either the
I i nal g package or the gr oebner package:

>> sol ve({x"2+y"2=1, a*x+b*y=0}, { X, y});

- - by 2 2 2 2 --
| X =- ---, y =RootO (- a +y (a +b), vy |

Summation. The function sum performs both definite and indefinite summation. It implements Abramov’s
algorithm for rational functions:

>> sum( 1/ (k"2+21*k), k=1..infinity);
18858053/ 108636528

and Gosper’ salgorithms for hypergeometrics:

>> sun( (-1)~k*bi nom al (n, k), k);

k binomal (n, k) (-1)

For definite sums, Zeilberger’ salgorithm is used, which may return alinear recurrence (only very easy recurrences

are solved). For example, if you try to compute F,, = >~/ (2)2 (”k““)2 which was used by Apéry to prove the

irrationality of ¢(3), then you will get:

>> sum( bi nomi al (n, k) *2*bi nom al (n+k, k)2, k=0..n);

I A 3
| { u(n) (n + 1)
rsolve] { u(n + 2) = - ---ceammaon- +
I { 3
V| (n + 2)

2 } \
un +1) (2n+3) (51 n+ 17 n + 39) } |
------------------------------- },ou(n) |

3 } I
(n +2) } /
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permute | generatesal permutations of alist
powerset | generates all subsets of a set
stirlingl | Stirling numbers of the first kind
stirling2 | Stirling numbers of the second kind

Figure 1: The functions of the conbi nat package.

cylindricalplot | plotin cylindrical coordinates
fieldplot plot vector fields
implicitplot | implicit two-dimensional plot

polarplot plot in polar coordinates
sphericalplot | plot in spherical coordinates
Xrotate plot surfaces of revolution around the x-axis
yrotate plot surfaces of revolution around the y-axis

Figure 2: The functions of thepl ot | i b package.

TeX formatting. Thefunction TeX convertsa MuPAD expression to TeX format, for example:
>> print (Unquot ed, TeX(i nt (exp(-x"2/sigma"2),x=0..infinity)));

\Vint_{0}M{\infty} \nbox{exp}\left(- x*2 \frac{1}{\sigma"2}\right) d x

Printing infos. The function user i nf o enables the programmer to write some informations in his program,
whichareprintedwhentheuserincreases  thecorrespondinginformationlevel usingthecommand set user i nf o.
Severa useri nf o commands are already written in the library, whence one can get some details about the
computations done after set user i nf o( Any, 1) for example, which setsthe global level to 1.

New packages

Colors. The package RGB alowsto call colors by their name in plot commands. Try for example:

>> | oadli b("RGB"):
>> pl ot 2d([ Mode=Curve, [ X, sin(x)],x=[0, PI], Col or =[ Fl at, RGB: : Chocol ate]]);

Thelist of al the 194 color names is given by RGB: : Col or Nanes() .

Combinatorics. The package combi nat (see Fig. 1) is designed to assist combinatorial computations, for
example compute all permutations of a given list of expressions, or all subsets of a given set:

>> | oadl i b("conbinat"):
>> conbi nat : : powerset({a, b, c});

{{}, {b}, {c}, {a}, {b, c}, {a b}, {a c}, {a b, c}}

33



mathPAD

ChiSguare | valuesfor aChi square distribution
mean average of alist of values
normal valuesfor anormal distribution
stdev standard deviation
variance | varianceof alist of values

Figure 3: The functions of the st at s package.

Differential equations. MuPAD can now solve ordinary differential equations, using the ode package. It works
asfollows. Onefirst defines an equation with the ode command:

>> | oadl i b("ode"):
>> ode(x"2*di ff(y(x),x)+3*x*y(x)=sin(x)/x,y(x));
/ 2

ode|] 3 x y(x) +x diff(y(x), xX) = ------ ;o Y(x) |
\ X /

which creates an object of the domain ode, then one solves this equation with the function sol ve, whose
overloading mechanism automatically calls the method sol ve of the domain ode:

>> solve(%;

Themain advantage ofthisprocessisthattheuserdoes  nothavetorememberthe nameofaspecial functionto solve
differential equations; moreover other methods can be easily defined for the ode domain, for example a method
di ff could compute the differential equation satisfied by the derivative of y(x). The ode package recognizes
autonomous equations, separable equations, linear equations and systems, simple first-order equations, and finds
polynomial equations of linear equations by undetermined coefficients. The only function of the ode package to
be exported is currently sol ve.

Graphics. Thepl ot | i b packagecontai nsseveralfunctions(seeFig.2)toproducespecialgraphics.  Forexample
the well-known cardiod is obtained by:

>> | oadlib("plotlib"):
>> plotlib::polarplot([[1-cos(t),t],t=[0,2*PI],Gid=[50]]);

Statistics. The st at s package is an aid for the analysis of data values (see Fig. 3). To compute the standard
deviation of alist of data, smply call st at s: : st dev asfollows:

>> | oadl i b("stats"):
>> stats::stdev([4.3,4.5,5.1,4.2,5.7,5.3,4.0]);

0. 5921251936
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Networks. Finaly, the Net wor k package contains severa functions (see Fig. 4) to deal with directed graphs.
For example to get the shortest path from 1 to 4 in the graph with edges1 — 2,1 — 3,2 — 3,2 — 4,3 — 4,
3 — 5,4 — 5, you simply write

>> | oadl i b(" Network"):
>> N1: =Network([1,2,3,4,5],[[2,2],[2,3].,[2,3],[2,4],[3,4],[3,5],[4,5]1):
>> Network:: ShortPat h(N1, 1, Path) [ 4];

[1, 2, 4]

therefore the shortest path from 1 to 4 is of length 2 and goes through node 2.

New functions in existing packages

Thel i nal g package contains many new functions: chol esky, curl , di ver gence, ei genVal ues, ei -
genVectors,extract Matri x,grad,i sHerm tian,i sOthogonal ,i sPosDef,jacobi an,jor-
danFor mnornal i ze,randomvatri x andvect or Pot enti al :

>> | oadlib("linalg"): M=SquareMatrix(2):
>> A =M[[1,2],[3,4]]):
>> |inal g::eigenVal ues(A);

A lot of other functions have been improved, in particular | i near Sol ve.

The num i b package contains three new functions: deci mal computes the infinite decimal representation of a
rational, pol | ar d implements Pollard’ s p method to factor an integer, and pr ovepr i me provesthe primality of
an integer using the ECPP method (Elliptic Curve Primality Proving), giving a primality certificate (see the help
page of pr ovepr i ne) that can be checked independently, for example using check:

>> | oadlib("numib"):
>> numl i b:: provepri me(1009);

[ 1009, 67, [947], 177, 118, 1, 392, [947]]
>> numl i b:: check(%;

TRUE

New domains and domain constructors

All the examples of this section suppose that the donai ns package has been loaded, by the command | oad-
i b("domains").
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The domain constructor Al gebr ai cExt ensi on enables to deal with algebraic numbers and functions.

example to get the normal form of 2¢/(¢® + 1) when ¢? — ¢ — 1 = 0, one writes:

>> (phi := Al gebrai cExtension(Rational, x"2-x-1);

Al gebrai cExtension(Rational, - x + x - 1 =0, Xx)

>> Qphi (2*x)/ Qphi (x"3+1) ;

The domain constructor Pr oduct enablesto create products of identical domains:

>> A: =Product (Rational, 3);
>> A :randon();

[ 764/ 979, 221/72, 229/220]

For

Thedomainconstructor Tr uncat edPower Ser i es implementsarithmeticoftruncatedpowerseriesoveragiven

coefficient field:

>> S: =Truncat edPower Seri es(x, Rational):
>> s: =§( 1+x/ 2+x"2/ 6+Q( x"3) ) ;
>> 1/ s;
2
X X 3

- - +-- + 1+ Qx)
2 12

Thedomain| nt er val enablesto compute with floating-point intervals:

>> Interval (-2..3)"3;

-8..27
This domain can be used as afield in other domain constructors, for example in matrices:

>> M :=SquareMatrix(2,Interval):
>> A =M ::random();
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| 0.6314770003e-1..0.2681791695,

+-

-1.631429498. . 1. 218977401 ,

New features in MuPAD 1.2.2

AddEdge
AddVertex
AllShortPath
ChangeEdge
ChangeV ertex
Complete
ConvertSSQ
Cycle
DelEdge
DelVertex
ECapacity
EWeight
Edge
Epost
Epre
InDegree
IsEdge
IsVertex
LongPath
MaxFow
MinCost
MinCut
new
OutDegree
PrintGraph
Random
ShortPath
ShortPathTo
ShowGraph
TopSort
VWeight
Vertex

adds one or several edges to a network

adds one or several vertices to a network

shortest pathes for every pair of nodes

changes weight and capacity of one or several edges

changes the weight of one or several verticesin a network

generates a complete network

convertsa network into a single source single sink network

generates acycle

deletes one or several edges from a network
deletes one or several vertices from anetwork
returns the table of capacity

returns the table of edge weight

returns alist with all edges

returns a table with adjacency lists for outgoing edges
returns a table with adjacency lists for incoming edges
returns the indegree for nodes

checks whether an edge is contained in a network
checks whether a vertex is contained in a network
longest pathes from one single node

computes a maximal flow through a network
computes a minimal cost flow

computes a minimal cut

generates a new network

returns the outdegree for nodes

print al information about a network

generates arandom network

shortest pathes from one single node

shortest pathes to one single node

plots a network

topologica sorting of the nodes

returns the table of vertex weight

returns alist with all vertices

Figure 4: The functions of the Net wor k package.

0. 4861272868. . 8. 464924731,

-1.880224722. .-1.080638751,

6. 451886974. . 6. 686135983

0. 8005639644e-1. . 0. 5365006573

-+
|
|
|

-+

0.2840710648e-1.. 1. 207364448

-+

-1.660594478el. . -0.2165163261e-1 |

-+
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New methods in existing domains

A new method r andombhas been added in al existing domain constructors, in order to generate arandom element
of thisdomain:

>> | oadl i b("domai ns"):
>> Rational::randon(), Float::randon();

229/ 220, -0.9401748532
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Die MuPAD-Bibliothek pl otli b

Thorsten Schulze
Universitdt GH Paderborn, hei no@uni - pader bor n. de

In diesem Artikel werden dieFunktionen der MuPAD-Bibliothek pl ot | i b vorgestellt und anhand von Beispielen
erlautert. Diese Routinen dienen dazu, Gafiken in Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten, zwei-dimensionale
Vektorfelder als auch Rotationsflachen zwei-dimensionaler Kurven und implizite Funktionen darzustellen.

Die MuPAD-Bibliothek pl ot | i b umfafdt zur Zeit die folgenden Routinen:

e pol ar pl ot
erzeugt Grafiken in Polarkoordinaten.

e cylindrical pl ot
erzeugt Grafiken in Zylinderkoordinaten.

e spheri cal pl ot
erzeugt Grafiken in Kugelkoordinaten.

e Xrotate
dient zur grafischen Darstellung von Rotationsflachen, welche sich durch Rotation einer zwei-dimensionalen
Kurve um die x-Achse ergeben.

eyrotate
dient zur grafischen Darstellung von Rotationsflachen, welche sich durch Rotation einer zwei-dimensionalen
Kurve um die y-Achse ergeben.

e fieldplot
dient zur grafischen Darstellung von zwei-dimensionalen Vektorfeldern.

e inplicitplot
dient zur grafischen Darstellung von zwei-dimensionalen, implizit definierten Funktionen.

Um diese Routinen in MuPAD zu verwenden, mul’ die Bibliothek geladen werden, was mit Hilfe des Befehles
| oadli b("plotlib") geschient. Mit Hilfe des Befehles export (pl otli b) konnen die Funktionen ex-
portiert werden, so da3anstellevonpl ot | i b: : pol ar pl ot () auchdirekt pol ar pl ot () aufgerufen werden
kann.

Im folgenden werden die einzelnen Routinen anhand von MuPAD-Befehlen vorgestellt. Bei fast alen Funk-
tionen (mit Ausnahme von i npl i ci t pl ot () ) konnen dabei beliebig viele Objekte zu einer einzelnen Grafik
zusammengefaldt werden. Der generelle Aufbau eines solchen MuPAD-Befehls ist dabei an die Ublichen Befehle
pl ot 2d() undpl ot 3d() angelehnt und kann folgendermal3en zusammengefaldt werden:

pl ot 2d(<scene_option, ...> [ object <, object_option, ...>], ...);

Hierbel beschreibt <scene_opti on, ... >dieOptionen, welcheflurdie gesamteGrafik gelten sollen, wiez. B.
den Achsenstil oder die Skalierung. Die Angabe dieser Argumenteist optional, wasdurch < > angedeutet werden
soll. Im Anschlul3 an die Szene-Optionen sind die einzelnen Objekte zu definieren, wobel jedes Objekt in einer
eigenen Liste zu spezifizieren ist. Objekte setzen sich aus notwendigen Argumenten (obj ect ) und optionalen
Spezifikationen(obj ect _opt i on)zusammen, welchedazudienen, diegrafischeAusgabeeinessol chenObjektes
Zu beschreiben, also bspw. in welcher Farbe oder welchem Stil ein Objekt ausgegeben werden soll; genauere
Informationen zu den moglichen Optionen kdnnen in [1] nachgel esen werden.
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Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

Grafiken in Polarkoordinaten werden mit Hilfe der Routine pol ar pl ot () erzeugt. Die notwendigen Objekt-
Optionen sind dabei:

e Eine Liste bestehend aus zwei Ausdriicken, welche den Radius und den Winkel der Stutzstellen beschreiben.
Die beiden Ausdrucke konnen maximal von einer Variablen abhangig sein.

e Der Bereich, in dem die unabhangige Variable ausgewertet werden soll.

Die Befehle, um bspw. zwei Kreise mit unterschiedlichen Radien darzustellen, lauten:

>> | oadlib("plotlib"):
export(plotlib):
polarplot([[1, angle], angle
[[2, angle], angle

[0, 2*PI]],
[0, 2*PI]]);

ImobigenBefehl wurden jeweilsnur die notwendigenOptionen der beiden Objekte spezifiziert. Wiejedoch bereits
erwahnt, gibt es eine Vielzahl von Optionen, welche die grafische Ausgabe eines solchen Befehles beeinflufZen.
Die beiden folgenden Befehle erzeugen die in der Abbildung 5 dargestellten Grafiken.

>> | oadlib("plotlib"): >> | oadlib("plotlib"):
export(plotlib): export (plotlib):
pol ar pl ot pol ar pl ot
(Axes = Oigin, Ticks =5, (Axes = Corner, Ticks =5,
AxesOrigin = [0, YMn], [[sin(2*u), u],
[[sin(3*u), u], u=7J0, PI],
u=1[0, PIT, Gid = [100]
Gid = [100] 1);
1);

.75

8.5

8,251

-8.251

-B.5+

B e e e e e
B @8.16.28.38.48.508.687

Abbildung 5: Beispiele fur pol ar pl ot ()
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Mit Hilfe der Routine cyl i ndri cal pl ot () kodnnen Grafiken in Zylinderkoordinaten erzeugt werden. Die
notwendigen Optionen eines Objektes sind dabel gegeben durch:

o Eine Liste bestehen aus drei Eintragen, welche den Radius, sowie den horizontalen Winkel und die Hohe der
einzelnen Stutzstellen beschreiben. Diese Ausdriicke konnen maximal von zwei freien Variablenabhéangig sein.

e Zwel Bereiche, in denen die unabhangigen Variablen ausgewertet werden.

Die beiden folgenden Beispielbefehle erzeugen diein Abbildung 6 dargestelltenGrafiken. Dabei enthdltder Befehl
auf der linken Seite, der zur Erzeugung des Zylinders dient, nur die notwendigen Objekt-Attribute. Im Befehl auf
der rechten Seite hingegen wurden noch die Optionen Axes und Camer aPoi nt fur die Szene-Optionen und die
Spezifikationen Gri d, St yl e und Col or verwendet, um die grafische Ausgabe zu beeinflul3en.

>> |oadlib("plotlib"):
export (plotlib):

cylindrical pl ot

([[1, angle, height],
angle = [0, 2*PI],
height = [-1, 1]

1)

\

= 3
Vo= SN
S=====y/
N =)
=

>> | oadlib("plotlib"):
export(plotlib):

cylindrical pl ot
(Axes = None,

CaneraPoint = [16, -8, 41],
[[u*v, 2*v, -3*cos(u”"2)],
u=1_[-2, 21, v=1[0 P,

Gid = [30, 30]
1);

s
s
e

3! o

<
ey

;
{1k

Abbildung 6: Beispielefur cyl i ndri cal pl ot ()

Die notwendigen Optionen der Routinespheri cal pl ot () sind dhnlich wie die der zuvor beschriebenen Funk-
tioncyl i ndri cal pl ot () . Ein Objekt in Kugelkoordinaten wird beschrieben durch:
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e Eine Liste bestehend aus drei Ausdriicken, welche den Radius, sowie den horizontalen und vertikalen Winkel

beschreiben.

e Zwei Bereiche, in denen die unabhangigen Variablen evaluiert werden.

Die beiden folgenden Befehle erzeugen die in Abbildung 7 dargestellten Grafiken. Dabei sind im Befehl auf der
linken Seite wiederum nur die notwendigen Optionen eines Objektes enthalten.

>> |oadlib("plotlib"):
export (plotlib):

spheri cal pl ot
([[1, phi, theta],
phi = [0, PI],
theta = [0, PI]
1)

>> | oadlib("plotlib"):

export (plotlib):

spheri cal pl ot
(Axes = Box,
Caner aPoint = [15, 13, 14],
[[(21.3)*z*sin(u), z, u],
z =[-1,2*PI], u=1[0,PI],
Gid = [30, 30]
1);

Abbildung 7: Beispiele fur spheri cal pl ot ()

Rotationsflachen

Wie zuvor schon angedeutet, dienen die Routinen xr ot at e() und yr ot at e() dazu, Rotationsflachen darzu-
stellen, die man erhalt, wenn man zwei-dimensionale Kurven um die x-Achse bzw. um die y-Achse rotieren |&t.

Beide Routinen erwarten dabel die folgenden notwendigen Eingaben:

e Eine Liste, in der die zwei-dimensionale Kurve, deren Rotationsflache berechnet werden soll, parametrisiert

wird.
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o Einen Bereich fur die unabhangige Variabledieser Parametrisierung.

o Einen Bereich, den der Rotationswinkel durchlaufen soll.

Will man bspw. die in Abbildung 5 dargestellten zwei-dimensionalen Kurven um die x- bzw. die y-Achse rotieren
lassen, so sind die folgenden Befehle notwendig — dabel ist zu beachten, dal? die Parametrisierung dieser Kurven

nun in kartesischen Koordinaten einzugeben ist.

>> |oadlib("plotlib"):
export (plotlib):

Xrotate
(Axes = None,
[[sin(3*x)*cos(x),

sin(3*x)*sin(x)],
x =[0, PIT,
angle = [0, 2*PI],
Gid =[50, 50]

1):

>> |oadlib("plotlib"):
export (plotlib):

yrotate
(Axes = None,
[[sin(2*x)*cos(x),
sin(2*x)*sin(x)],
x =[0, PIT,
angle = [0, 3/2*PI],
Gid =[50, 50]

1):

ST
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Abbildung 8: Beispiele fur xr ot at e() undyr ot at e()

Vektorfelder

Um zwei-dimensionale Vektorfelder grafisch darzustellen, sollte die Routine f i el dpl ot () verwendet werden.

Die notwendigen Eingaben dieser Funktion sind:

o Eine Liste bestehend aus zwei Ausdrucken, welche das darzustellende V ektorfeld beschreiben. Die Ausdrucke
kdnnen von maximal zwei Variablen abhangig sein.
e Zwel Bereiche, welche die Wertebereicheder unabhangigen Variablen angeben.
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e EineListebestehend auszweipositivenganzenZahlen groferals2, welche dieAnzahl der Stutzstellenangeben,
an denen die obigen Ausdriicke ausgewertet werden.

AlsBeispiel betrachte man die Gleichung

(29)

pur +sin(p) =0,
wel che die dynamische Entwicklung eines Pendels beschreibt. Durch Einfuhrung der folgenden Abkurzungen

=9 und y =g,

konnen wir Gleichung (28) auch folgendermalien schreiben:

(29)

Will man nun das in Gleichung (29) aufgestellte Vektorfeld grafisch darstellen, so sind in MuPAD die folgenden

Befehle einzugeben:

>> |oadlib("plotlib"):

export(plotlib):

= 8, Scaling = UnConstrained,
y =[-PI,

Ti cks

Cor ner,

-sin(x)],

fiel dpl ot (Axes

PI,

2*Pl ],

[-2%PI,

X =
40]1);

Gid = [40,

[ly,
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Abbildung 9: Beispiel fur f i el dpl ot ()

Implizite Funktionen

Die Funktioni npl i ci t pl ot () stellt den Graphen einer implizit definierten Funktion f(x,y) = 0 dar. Anzu-
geben sind hierbei die implizit definierte Funktion als Prozedur oder al's sogenannte purefunction (vgl. [1]), sowie
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die Bereiche, in denen die unabhangigen Variablen ausgewertet werden sollen. Die grafische Darstellung einer im-
pliziten Funktion setzt sich aus einer Reihe von Rechtecken zusammen, in denen die Nullstellen dieser Funktionen
liegen. Zur Berechnung dieser Rechtecke wird der Bisektions-Exklusions-Algorithmus verwendet (siehe auch [2]).
Die Anzahl der Unterteilungen der Intervalle kann dabei durch einen optionalen Parameter gesteuert werden. Die
beiden folgenden Befehle erzeugen diein Abbildung 9 dargestellten Grafiken.

>> |oadlib("plotlib"): >> |oadlib("plotlib"):

export (plotlib): export (plotlib):

f = func(x"2+y"2-cos(x+y), g ;= func((x"2+y"2)"3-(x"2-y"2) "2,

X, y): X, y):

implicitplot(f, -1..1, -1..1, 9): inmplicitplot(g, -1..1, -1..1, 9):
a.8 \

a.6

a.4

AN

Abbildung 10: Beispielefuri npl i ci t pl ot ()
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Surfin’ the Web

I nteressante, nutziche und kuriose Platze im,, global village® .

Fur die Tipsin dieser Ausgabe danken wir Prof. Dr. Klaus-Dieter Bierstedt® (bi) und Andreas Sorgatz? (o).

Mathematik allgemein

http://elib.zib-berlin.de: 88/ Mat h-Net/Li nks/ mat h. ht m

~Math-Net Linksto the Mathematical World* (noch experimentell). Ausgezeichnete Sammlung des Konrad-Zuse-
Zentrums (ZIB) Berlin quasi aler Links, die einen Mathematiker fachlich interessieren: Math-Web (incl. Scientific
Computing), Math-Net (mathematical institutions, mainly in Germany), The Mathematical Museum, Electronic
Publishing, Internet Resources. — Wennman einen Eintrag fur die ,Hotlist* oder die ,Bookmarks" braucht, von
dessen Links aus man ,alles* erreichen kann: Hier ist er. (bi)

http://elib.zib-berlin.de/C nmu
Homepage der ,, International Mathematical Union (IMU)" in Zusammenarbeit mitdem ZIB in Berlin— mit vielen
nutzlichen Links. (bi)

http://ww. EM S. de/
+European Mathematical Information Service (EMIS)* der Européi schen Mathematischen Gesellschaft (EMS) in
Kooperation mit dem FIZ Karlsruhe/Zbl. Math. — ebenfalls viele interessante Links. (bi)

http://e-math. ans. or g/

»The American Mathematical Society’s Homepage on e-Math* Die AMS bietet hier sehr viel Interessantes an,
darunter ihr Bulletin und ihre Notices. — Man kann dabei auch sehen, was die amerikanischen Mathematiker z.Zt.
noch ales bewegt (ethical guidelines etc.). (bi)

http://canel .cecm sfu. ca/ hone. ht m
Die Kanadische Math. Ges. hat elektronisch ebenfalls viel zu bieten. — Allerdings dauert es manchmal etwas
langer, bis man ,,durchkommt® ... (bi)

http://archives. mat h. ut k. edu/
Mathematics Archives unterhdt eine ftp Archiv mit mathematischer Software. Neben Informationen zu diesem
Archiv sind hier auch viele Referenzen zu mathematischen Instituten und Arbeitsgruppen zu finden. (s0)

Computeralgebra

htt p:// mat h- wwv. uni - pader bor n. de/ MuPAD/
Hier findet der geneigte Leser stets die neuesten Informationen zur Entwicklung von MuPAD. Aulerdem gibt es
einen FAQ Service (Installation, Known-Bugs, unterstutzte Systeme, ...) und mehr. (s0)

http://ww. uni - karl sruhe. de/ ~CAl S/

EswerdenMitteilungenundRundbriefederFachgruppe2.2.1  ,Computeralgebra‘ derGI,GAMMundDMV darge-
boten. Nebeneinersehrausf uhrlichenTagungsliste gibtesl nformationenzuArbeitsgruppenundDiskussionsforen.
(s0)

1kl ausd@l at o. uni - pader bor n. de
2ht t p: // mat h- www. uni - pader bor n. de/ ~andi /
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http://ww. can. nl/

Diesist ein Knoten des Computer Algebra Information Network (CAIN). Hier sind Referenzen zu interessanten
Servern im Bereich der Computeralgebra aufgefuihrt, insbesondere zu den lokalen Seiten der Computer Algebra
Nederland (CAN). (s0)

Orientierung im WWW-Dschungel

htt p:// cui ww. uni ge. ch/ net a-i ndex. ht m
Enthalt ein Formular zum Zugriff auf die wichtigsten ,search engines* im Internet. (s0)

Getting Away

http://ww. uni - karl sruhe. de/ ~rail/

Mit Bahnverbindungen in Deutschland sowie Referenzen auf vergleichbare Dienste im Ausland. Besonders in-
teressant ist ein WWW Formular, mit dem Anfragen an den RailServer gestellt werden kbnnen. Die moglichen
Bahnverbindungen werden dann per email zugestellt. (s0)

http://www tkz. fh-rpl.de/tii/air/air.htm
DerTIIFlugverkehrServiceenth” altReferenzenzuServernwichtigerAirlinessowi eviel el nteressantel nformationen
fur Flugreisende. Auch hier bieten einige Airlines WWW Formulare fur Rel seauskunfte an. (s0)

Tennis

http://atptour.com data/ press/ news. ht n

~International TennisWeekly (ITW): OfficialNewsl etter ofthe ATPTour* Berichte der ATP(Association of Tennis
Professionals) zu den Herren-Tennisturnieren der vergangenen Woche, Auslosung fur die Turniere der laufenden
Wocheusw. (bi)

http://ww. tenni sserver. com WIA/ WTA. ht il
+WTA Tour Notes & Netcords* Wochentliche Berichte der ,, Women'sTennisAssociation” zu den Damen-Tennis-
turnieren; analog zum I TW, aber weniger ausfuhrlich. (bi)

http: //ww. pat hfi nder. conf cgi-bin/Sl/genlist/ten/lgns
~Sports Access from Sports Illustrated: Tennis News* erstklassige Quelle fur die aktuellsten Tennis-Resultate.
(Herren und Damen: laufende Turniere, Weltranglisten, Davis-Cup etc.) (bi)

http://ww. m ndspring. conf ~csni t h/ Tenni sSupp. ht m #News
» rennisNews Sources’ Links zu anderen interessanten Tennis-Informationenim Internet. (bi)

Fussball

http://1s2-ww. i nformatik. uni-dortmnmund. de/Buli/Buli.htm
~BundesligaServerofLehrstuhlInformatikll,Dortmund“  HierstelltThomasHof mei sterstetssehraktuel | (samstags
»live") Bundesliga-Resultate, Tabellen, Statistiken sowie Links zu anderen Fussball-Servern bereit — vorbildlich,
mit viel Einsatz. (bi)
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Teletexte

http://134.109. 112. 4: 9090/ t el enet/ ARDY 111. next/1. htm
Seite 112 des laufenden ARD/ZDF-Teletextes (Nachrichten-Uberblick, Seite 1) (bi)

http://134.109.112. 4: 9090/t el enet/ ARD/ 201. prev/ 1. ht
Seite 200 (wie oben) (Sport-Uberblick, Seite 1) (bi)

http://134.109. 112. 4: 9090/ t el enet/ ARD/ 422/ 1. ht m
Seite 422 (wie oben) (aktuelle DAX-Werte an der Frankfurter Borse) — die letzten 3 Seiten sind experimentell,
nicht immer aktuell, Links zu anderen Seiten sind nicht immer verladlich. (bi)

http://wwv. tel ecomat/orf/tel etext/210. htm
»ORF World Wide Text* (Osterreich), Seite 210 (Sport) — ausgezeichnet, up to date (vor allem beim Tennis). (bi)

http://ww. ontroep.nl/cgi-bin/tt/nos/page/t/645-1
NOS (Holland) Teletext, Seite 645/1 (ATP-Weltrangliste) — ausgezeichnet und stets up to date, aber von der
Sprache her naturlich ein bif3chen gewdhnungsbedurftig. (bi)

Trost

http://ww. dcs. ed. ac. uk/ horre/ j hb/ whi sky/
The Edinburgh Malt Whisky Tour bietet eine Vielzahl an Informationen zum Thema Whisky und ist eine wahre
Fundgrube fur Freunde eines guten Single Malts. (s0)

und sonst?

htt p:// mat h- waww. uni - pader born. de/ HTM./ Al l erl ei . ht m
Eine sortierte Liste interessanter \WepPages. (s0)
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Modern Group Analysis VI

The 6th International Conference on Modern Group
Analysis, Johannesburg, Sudafrika, 15.—20. Januar
1996.

Arbeiten sind einzureichen bis:
1. August 1995

Kontakt:

Ms. F. Vawda

Dept. Comp. Applied Mathematics, University of the
Witwatersrand

P O Wits 2050, Johannesburg, South Africa

Fax: (+27)(11) 339 79 65

Tel.: (+27)(11) 716 3444, (+27)(11) 716 3923
E-mail: f ati na@auss.camwi ts. ac. za

Rhine Workshop on CA

Fifth Rhine Workshop on Computer Algebra, Saint-
Louis, Frankreich, 1.-3. April 1996

Arbeiten sind einzureichen bis:
31. Oktober 1995

Kontakt:
WWW: http://aval on.ira. uka. de/
i aks-cal net/conf/rwea96. ht m

DISCO '96

International Symposium on Design and Implemen-
tation of Symbolic Computation Systems, Karlsruhe,
18.-20. September 1996

Arbeiten sind einzureichen bis:
19. Februar 1996

Kontakt:
WWW: http://iaks-ww.ira. uka. de/
i aks-cal met/conf/di sco. htm

Kalender

MEGA 96

The Fourth International Symposium on Effective
Methods in Algebraic Geometry, Eindhoven, Nieder-
lande, 4.-8. Juni 1996

Arbeiten sind einzureichen bis:
16. Februar 1996

Kontakt:

Arjeh M. Cohen, Hans Cuypers, Hans Sterk
Fac. Wiskunde en Informatica

Technical University Eindhoven

Postbox 513

5600 MB Eindhoven

Niederlande

Tel.: 31-40-2472965, 2472727, 2473121
Fax: 31-40-2435810

E-mail: nrega96@i n. t ue. nl
WWW: http://ww. win.tue.nl/
Wi n/ mega96

ISSAC '96

International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation, Zurich, Schweiz, 24.—26. Juli 1996

Arbeiten sind einzureichen bis:
8. Januar 1996

Kontakt:

Bob Caviness

Computer & Information Sciences

103 Smith Hall

University of Delaware

Newark DE 19716, USA

E-mail: i ssac96@i s. udel . edu
WWW: http://ww.inf.ethz.ch/
| SSAC96/ | SSAC96. ht m
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CALISCE '96

Third International Conference on Computer Aided
Learning and Instruction in Science and Engineering,
Donostia— San Sebastian, Spanien, 29.—31. Juli 1996

Arbeiten sind einzureichen bis:
15. Dezember 1995

Kontakt:

|. Fernandez-Castro

Informatika Fakultatea 649 P.K.
E-20080 Donostia, Spanien

Tel.: (+34) (43) 218000

Fax: (+ 34) (43) 21 9306

E-mail: cal i sce96@i . ehu. es
WWW: http://ww. sc. ehu. es/
cal i sce96. htni
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